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Idealdifferentiation und Differente. 


Von Emmy Noether 71). 


Einleitung. 

Der Hauptsatz der Verzweigungstheorie des algebraischen Zahlkörpers sagt be- 
kanntlich aus, daß die Differente (das Verzweigungsideal) mindestens durch die (o— 1)-te 
Potenz eines Primideals teilbar ist, das zur o-ten Potenz in seiner Primzahl p aufgeht, 
und zwar genau durch die (o— 1)-te Potenz, wenn o nicht durch p teilbar ist, durch eine 
höhere, wenn o durch p teilbar ist. 

Dieser Satz ist das Analogon dazu, daß der Differentialquotient f’(x) eines Poly- 
noms f(x) mindestens durch die (o— 1)-te Potenz eines Linearfaktors teilbar ist, der in 
f(x) zur o-ten Potenz aufgeht, und zwar genau durch die (o— 1)-te Potenz, wenn o nicht 
durch die Charakteristik des Koeffizientenbereichs teilbar ist, durch eine höhere, wenn 
o durch diese Charakteristik teilbar ist. 

Ich zeige im folgenden, daß es sich hier um mehr als eine formale Analogie handelt. 
Die Differente läßt sich auffassen als Differentialquotient eines definierenden Ideals des 
Zahlkörpers K in einem zugeordneten ganzzahligen Polynombereich von x,....,x,, der 
Differentialquotient genommen an der Stelle =w, also für 2,=@,...,2,=@,, Wo 
913 +++, @, eine Modulbasis des Systems der ganzen Zahlen aus K — der Hauptordnung 0 — 
bedeutet. Dabei entspricht das definierende Ideal M der Gesamtheit der Relationen 
zwischen den &, besteht also aus allen ganzzahligen Polynomen f(x), für die f(w) 
verschwindet. Der Differentialquotient M’ [e—] aber ist definiert als Differenzen- 
quotient, genommen an der Stelle = w. 

Man betrachte nämlich — wegen f(»)=0 — das Ideal M als aus allen Differenzen 
ftx)—f(®) bestehend, bilde weiter das Differenzenideal P=(r, — m, :..,2,—@,) und 
den Differenzenquotient A\=-M:P, wobei die Quotientenbildung den üblichen Ideal- 
quotienten bedeutet, genommen im Polynombereich der x mit ganzen Zahlen aus K, 
also Zahlen aus o, als Koeffizienten. Dann wird die Differente ® definiert durch 


D-A [2>o]. 


Die Erweiterung des Koeffizientenbereichs ist notwendig, damit Differenzenideal und 
Differenzenquotient überhaupt definiert sind. Es handelt sich also um die direkte Ver- 


1) Die vorliegende von E. Noether nachgelassene, im Winter 19:7/28 niedergeschriebene Arbeit. wurde 
dem Herausgeber freundlicherweise von H.@rell zur Verfügung gestellt. Sie gibt eine ausführliche Dar- 
stellung des auf der D.M. V.-Tagung in Prag 1929 gehaltenen Vortrags gleichen Titels; siehe Jahresbericht 
D.M. V.39 (1930), S.17 kursiv. Ab $6, 8 sollte das Manuskript offenbar noch genauer überarbeitet werden. 
Der Kenner wird jedoch die hier bis auf kleine Abrundungen unverändert gelassene skizzenhafte Darstellung 
ohne weiteres verstehen. 
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allgemeinerung des Differentialquotienten eines Polynoms einer Unbestimmten x 


Fo (HF): (9, 
genommen an der Stelle @—=£, wobei auch hier der Polynombereich durch Adjunktion 
von £ erweitert werden muß, damit die Differenzen definiert sind. Tatsächlich geht 
auch der Idealdifferentialquotient in den Polynomdifferentialquotienten über, sobald 
die Basis der » aus den Potenzen eines einzigen Elementes besteht. 

Die hier gegebene Definition der Differente schließt somit direkt an Bekanntes 
an, sie führt aber nichtinvariante Zwischenglieder ein, insofern, als das Ideal M von 
der gewählten Basis abhängt. Eine gleichbedeutende, vollständig invariante Definition 
erhält man, wenn man statt des ganzzahligen Polynombereichs einen zur Hauptordnung vo 
isomorphen Ring © einführt — der dem Restklassenring nach M isomorph wird — und 
dessen Koeffizientenbereich durch o zu OD, erweitert?). Das Differenzenideal ® wird hier 
aus allen Differenzen (x — £) abgeleitet, wo x und £& sich vermöge des Isomorphismus 
von O zu o entsprechen; der Differenzenquotient A wird gleich dem Quotienten des 
Nullideals durch ®; die Differente entsteht aus W, indem jeweils x durch das isomorphe & 
ersetzt wird. 

Diese invariante Definition wird im folgenden an die Spitze gestellt, und zwar 
wird so direkt die Differente eines beliebigen kommutativen Ringes in bezug auf einen 
Unterring definiert, wobei nur gewisse Voraussetzungen in bezug auf die Möglichkeit 
der Koeffizientenerweiterung erfüllt sein müssen, was z. B. immer der Fall ist bei Existenz 
einer Modulbasis, eventuell unter Übergang zu gewissen Quotientenringen. Damit ist 
dann insbesondere auch die Differente einer beliebigen Ordnung des Zahlkörpers defi- 
niert, ebenso die Differente des Restklassenringes einer Ordnung etwa nach einer Prim- 

"zahlpotenz; weiter auch die Relativdifferente und die Differente im Fall der algebraischen 

Funktionen von mehreren Unbestimmten. Die Übereinstimmung der Differential- 
definition der Differente mit der üblichen folgt aus einer genauen, auf der direkten Sum- 
menzerlegung beruhenden Strukturuntersuchung des dem Zahlkörper durch direkte 
Produktbildung zugeordneten galoisschen Erweiterungsringes?) — eine Untersuchung, 
die im Spezialfall des Restklassenringes nach einem Polynom einer Unbestimmten auf 
eine Analyse der Lagrangeschen Interpolationsformel hinauskommt. Genauer verstehe 
ich darunter folgendes: 

Es werde ein dem Zahlkörper K isomorpher Ring $ eingeführt, der O umfaßt, 
und sein Koeffizientenbereich — die rationalen Zahlen — durch den galoisschen Kör- 
per T von K erweitert. Dieses erweiterte System #, wird direkte Summe von n ein- 
fachen Komponenten, die den n Isomorphismen (Übergang zu den konjugierten Körpern) 
von K entsprechen und Erweiterungen des Differenzenquotienten A und seiner Kon- 
jugierten sind; zugleich wird das Nullideal von 8, Durchschnitt der n aus dem Dif- 
ferenzenideal und seinen Konjugierten abgeleiteten Ideale. Die einfachen Komponenten 
werden von der Form Fe“, wo e“) die Komponente der Einheit bedeutet; der Dif- 
ferenzenquotient wird — da e für x=£ in die Einheit übergeht — gleich de’, unter 
d die Differente von o verstanden. .Die Differente d besteht aus allen Elementen des 
Körpers, die mit e‘' multipliziert in O, liegen, dem direkten Produkt der Ordnung mit 


?) Die Erweiterung des Koeffizientenbereichs — direkte Produktbildung — wird in $1 auch für nicht- 
kommutative Ringe behandelt, allgemeiner als für die Zwecke dieser Arbeit erforderlich. Dafür genügt $ 2 
in der Spezialisierung auf kommutative Ringe und endliche -Basis. 

®) Es handelt sich hier um eine Weiterführung der meiner Diskriminantenarbeit zugrunde liegenden 
Überlegungen, wobei aber die Kenntnis dieser Arbeit nicht vorausgesetzt wird. Vgl. E. Noether, Der Diskri- 
minantensatz für die Ordnungen eines algebraischen Zahl- und Funktionenkörpers, J. Math. 157 (1927), 82—104. 
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sich selbst. Entsprechendes gilt für die Konjugierten. Um von da aus die Definition 
durch den komplementären Modul zu gewinnen, ist zu beachten, daß e“) eine Linear- 
form in der den » entsprechenden Basis x, , ..., x, von O bzw. $ wird; die Koeffizienten 
der x in den e“ aber ergeben gerade eine Basis des komplementären Moduls von o (und 
seinen Konjugierten). Aus der Tatsache, daß der Differenzenquotient A Koeffizienten 
aus o hat, folgt sofort, daß die Differente gleich dem Quotienten von vo durch seinen 
Komplementärmodul wird, wodurch die Dedekindsche Definition gewonnen ist. Die 
angegebenen Betrachtungen sind nicht auf die Hauptordnung beschränkt; sie charak- 
terisieren die Differente jeder Ordnung als Quotient der Ordnung durch ihren Kom- 
plementärmodul. 

Die Übereinstimmung der Differentialdefinition mit der Definition durch die 
Fundamentalgleichung — im Fall der Hauptordnung — folgt aus der oben erwähnten 
Tatsache, daß der Idealdifferentialquotient in den Polynomdifferentialquotienten über- 
geht, sobald die Basis aus den Potenzen eines Elementes, hier der Fundamentalform, 
besteht. Damit ist dann auch der begriffliche Zusammenhang dieser letzteren Definition 
mit der Dedekindschen gegeben. 

Unter Zugrundelegung der Fundamentalgleichung — im Fall der Hauptordnung — 
folgt bekanntlich direkt der am Anfang erwähnte Hauptsatz. Zu einer genauen Expo- 
nentenbestimmung führt die Betrachtung der Differente d[p'] des Restklassenringes 
der Hauptordnung nach p’ mit genügend hohem t — es genügt i=n, was für Körper 
zweiten Grades auch notwendig ist — wobei es wesentlich ist, daß die Differente d, 
betrachtet mod’pf, genau in d[p/] übergeht. Hier kann man sich wieder — da der 
direkten Summe des Ringes die direkte Summe der Differenten entspricht — auf den 
Restklassenring nach p’® beschränken. Dieser letztere aber wird isomorph dem Rest- 
klassenring nach einem Polynom in einer Unbestimmten mit Koeffizienten mod p'; 
und die Differentiation dieses Polynoms ergibt — wie Ö.Ore, der auf anderem Wege 
zu einem solchen Polynom kam, gezeigt hat?) — den genauen Überblick über die über- 
haupt möglichen Exponenten mit Hilfe der Supplementzahlen. 

Schließlich ergibt die Strukturuntersuchung noch den bekannten Satz, daß die 
Differente eines Oberkörpers von K gleich dem Produkt der Relativdifferente mit der 
Differente von K wird, und zwar als Folge der Tatsache, daß dieselbe Multiplikations- 
eigenschaft für die Einheiten der direkten Summenzerlegung und damit für die Komple- 
mentärmoduln erfüllt ist. 

Die angegebenen Tatsachen gelten überhaupt alle für Relativdifferenten durch 
Übergang zu gewissen Quotientenringen genau so, wie ich das in der Diskriminanten- 
arbeit für Relativdiskriminanten ausgeführt habe. Es bleibt weiter — durch Übergang 
zum Funktionalbereich — alles erhalten für algebraische Funktionenkörper mit Koeffi- 
zientenkörper der Charakteristik Null, während bei Charakteristik p und bei ganz- 
zahligen algebraischen Funktionen zwar die Struktureigenschaften erhalten bleiben (im 
wesentlichen sogar ohne Übergang zum Funktionalbereich), die Verzweigungstheorie 
aber wegen des Auftretens von inseparablen Erweiterungskörpern sich ändert, was hier 
nicht mehr ausgeführt wird. Als wesentlichstes Ergebnis möchte ich die oben skizzierten 
vollständig invarianten, auch für algebraische Funktionen mehrerer Unbestimmten 
gültigen Struktursätze ($5 und $6) bezeichnen; der Übergang zum Komplementär- 
modul bedeutet schon ein Auflösen in Koeffizientenidentitäten und ist nur durch- 
geführt, um Bekanntes einzuordnen. 





4) Anmerkung bei der Herausgabe: Dieses Zitat ist im Manuskript nicht ausgefüllt. Siehe die Hin- 
weise in dem nur skizzierten $ 7 der Arbeit. 
1* 
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$1. Erweiterung des Koeffizientenbereichs eines Ringes oder 
direkte Produktbildung. Definierendes Ideal’). 


In diesem Paragraphen werden allgemeine Ringe zugrunde gelegt, für die das kom- 
mutative Gesetz der Multiplikation nicht vorausgesetzt wird. Dagegen wird der Einfach- 
heit halber die Existenz des Einheitselementes vorausgesetzt, und zwar, sofern nicht 
ausdrücklich das Gegenteil vermerkt, in der ganzen Arbeit. 


I. Definition des direkten Produktes. Ein Ring O x o oder O, heißt direktes Produkt 
der Ringe O und vo in bezug auf d — oder auch aus DO durch Erweiterung des Koeffizienten- 
bereichs hi zu v entstanden®) — , wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind: 

(1) ©, enthält O und o als Unterring und wird gleich dem Produkt dieser Ringe 


(also gleich dem Durchschnitt aller O und vo umfassenden Ringe in D,)- 
(2) Der Durchschnitt von O und o ist durch h gegeben, wo h das Einheitselement 


von DO, enthält. 
(3) © und o sind elementweise vertauschbar; somit besteht O, aus der Gesamtheit 
der bilinearen Verbindungen x, y,+"'+2,,9,,, wo die x bzw. y alle Systeme von je 


endlich vielen Elementen aus O bzw. o durchlaufen, und h ist im Zentrum von DO und v 
und damit von O, gelegen. 

(4) Zwei Elemente aus DO, sind nur dann (und natürlich stets dann) gleich, wenn 
sie auf mindestens eine Art formal gleich werden vermöge der in OÖ einerseits und in vo 
anderseits bestehenden Relationen. Darunter ist das folgende zu verstehen: Gilt 
2 Yy++2,y,=0 in D,, so läßt sich dieser Ausdruck durch Zufügen von Summen for- 
mal verschwindender Verbindungen (yh)ö—y(hö), wohin, y in O und ö in o, umformen in 


2%+',+2,%,)+ (ft +%ß,) 
mit 21=0,...,2,= 0; ß=0,..., ß,=0, wox,ßin vo und 2,t in ©, so daß also z=0 Rela- 
tionen zwischen den x, y, hin O und = 0 Relationen zwischen den y, ö, h in o bedeuten’). 

Zwei Elemente aus DO, sind nur dann gleich, wenn ihre Differenz auf die angegebene 
Art verschwindet. 

Durch die Forderung des direkten Produktes sind also die Gleichheits- und Ver- 
knüpfungsbeziehungen (Addition und Multiplikation) eindeutig durch diejenigen der 
Faktoren festgelegt. Daraus folgt: Sind ©, o und ihr Durchschnitt h isomorph zu OÖ, v 
und D, und existiert das direkte Produkt Oxo, so existiert auch OxXo und wird zu 
OxXD isomorph. 

Jeder Ring ©, der gleich dem Produkt von Ö und v wird, derart, daß OÖ und o 
elementweise vertauschbar sind, wird homomorphes Bild von Oxo, wobei die Abbildung 
von DO zu O bzw. o zu vo isomorph bleibt. Denn die Gleichheit in Oxo wird durch die- 
jenige in & umfaßt und stimmt für O bzw. o mit der von D bzw. o in Oxo überein®). 


2. Notwendige und hinreichende Bedingungen für die Existenz des direkten Pro- 
dukts in bezug auf einen Unterring. Sind O und o Ringe, deren Durchschnitt durch 
den im Zentrum beider gelegenen Ring h gegeben ist, so braucht das direkte Produkt in 
bezug auf h nicht zu existieren, wie das folgende Beispiel zeigt: Sei hd der Ring der 
ganzen rationalen Zahlen, O=h[x] mit 1-2r=0, und o=hH[y] mit 1—2y=0, wo y 


5) Für kritische Bemerkungen zu diesem Paragraphen bin ich B. L.van der Waerden zu Dank ver- 
pflichtet. 

%) Die zweite im folgenden meist gebrauchte Schreibweise soll an die Erweiterung des Koeffizienten- 
bereichs erinnern; die erste ist die übliche Bezeichnung des direkten Produktes. 

”) Setzt man die Existenz des Einheitselementes nicht voraus, so treten in (3) und (4) noch lineare 
Zusatzglieder auf. 

®) Vergleiche auch $1,4, 
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ein neues Symbol bedeutet. Es werden also O und o in bezug auf h äquivalente Ringe, 
deren mengentheoretischer Durchschnitt durch h gegeben ist, während zwischen den 
Symbolen x und % keine Verknüpfungen gegeben sind. Es gibt keinen O und vo um- 
fassenden Ring R derart, daß in R — wo also jetzt Verknüpfungen zwischen x und y 
bestehen — der Durchschnitt durch h gegeben ist. Denn in R folgt: 


0= (1-22) y-x(1-2y)=y—r, 


wobei Vertauschbarkeit von x und y sogar nicht benutzt wird®). 

Die notwendige und hinreichende Bedingung für die Existenz des direkten Produktes 
ist die folgende: 

Es muß mindestens einen DO und vo umfassenden Ring R geben derart, daß der Durch- 
schnitt von DO und o durch h gegeben ist und daß D und vo elementweise vertauschbar werden. 

Existiert nämlich das direkte Produkt, so ist es selbst ein solcher Ring R. Um um- 
gekehrt das direkte Produkt zu konstruieren, darf vorausgesetzt werden — diese Voraus- 
setzung wird im folgenden stets gemacht —, daß zwischen den nicht zu h gehörigen 
Elementen von © und v keine Verknüpfungen bestehen, da dies durch Übergang zu 
äquivalenter Erweiterung von h — Einführung anderer Symbole — stets erreichbar ist”). 
‘s enthalte weiter h das Einheitselement e von O und o (vgl. dazu aber Anmerkung’)). 
Man definiere jetzt T als Menge aller bilinearen Verbindungen 

2%, Y,+ 72,9, =9,%,r 79,8 
wo die x und y alle Systeme von je endlich vielen Elementen aus OÖ bzw. vo durchlaufen 
und die x und y also in T vertauschbar. werden. Man setze zwei solche Verbindungen 
dann und nur dann gleich, wenn sie vermöge der Relationen in © und o formal gleich 
werden in dem unter 1, (4) präzisierten Sinn. Man definiere weiter Summe und Produkt 
von %,2,+"+9,2, und 9,%2,+''+Pß,;,%,,, wo unter den x, ß auch Nullen auf- 
treten können, durch 
(,+ß)8%,+t + (&,+P,) x, und ER TR Zr Zu 

Diese Definition ist eindeutig im Sinn der Gleichheit, da jede Nullrelation (im Sinne von 
1, (4)) durch Rechts- oder Linksmultiplikation mit einem Element aus o oder DO wieder 
in eine solche übergeht und dasselbe für Summe und Differenz dieser Nullrelationen gilt. 
Das System T bildet einen DO und o umfassenden Ring, der in bezug auf Gleichheit, 
Addition und Multiplikation den Bedingungen des direkten Produktes genügt. T genügt 
aber auch der Durchschnittsbedingung als Folge der allgemeinen Einbettungsvoraus- 
setzung. Seinämlich © das Produkt von O und vin R, dann wird © nach I homomorphes 
Bild von T, isomorph in bezug auf O und vo. Eine Relation z=y in T, wo z in O und y 
in o, zieht somit dieselbe Relation in © nach sich; also liegen in S nach Voraussetzung 
beide Elemente in Dh, und wegen des Isomorphismus in bezug auf © und o einzeln gilt 
dasselbe für T. Die Einbettungsvoraussetzung ist also notwendig und hinreichend. 


3. Definierendes Ideal eines Ringes in bezug auf einen Unterring. Ein System S von 
Elementen ...,z,... aus O heißt Erzeugendensystem von D in bezug auf h, wenn OÖ gleich 
dem durch h und $S in O erzeugten Ring wird — also gleich dem Durchschnitt aller 5 
und S umfassenden Ringe aus O; in Zeichen O=h[S]. Es sei wieder h als Unterring des 
Zentrums von Ö vorausgesetzt; es wird dann O homomorphes Bild des nichtkommutativen 


9°) Der in einem festen Ring gelegene Quotientenring eines kommutativen Ringes — hier Adjunktion 
von 4 — ist eben eindeutig. Es handelt sich um das Analogon dazu, daß zwei äquivalente und verschiedene 
galoissche Körpererweiterungen sich nicht in einen gemeinsamen Umfassungskörper einbetten lassen. Hier 
gibt es — durch direkte Produktbildung — allerdings noch Einbettung in einen Ring mit Nullteilern, 

»a) Vgl. $2, 1 und Fußnote !). 
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Polynombereichs h[..Z..], wo Z Unbestimmte bedeuten, und das System der Unbe- 
stimmten von gleicher Mächtigkeit ist wie $. Unter dem niehtkommutativen Polynom- 
bereich wird dabei das System aller endlichen Summen Zh,P,=ZP,h, verstanden, wo 
die P, Potenzprodukte einschließlich der dem Exponenten 0 entsprechenden Einheit 
sind: 
P=i En 

(wobei natürlich die gleichen Indizes sich wiederholen können), und wo die Gleichheit 
als Koeffizientengleichheit in bezug auf die verschiedenen Potenzprodukte definiert ist. 
Aus dem Homomorphismus folgt, daß O isomorph wird dem Restklassenring h[..Z..]/M, wo 
das zweiseitige Ideal M aus allen Polynomen F(Z) (Elementen aus h[..Z..]) besteht derart, 
daß F(z) in O verschwindet — wo Z und z sich vermöge des Homomorphismus entsprechen. 
Das Ideal M heißt ein definierendes Ideal in bezug auf h, und zwar das dem Erzeugenden- 
system der z entsprechende Ideal. Die Definition zeigt, daß isomorphe Ringe in bezug 
auf isomorph entsprechende Unterringe h, h und Erzeugendensysteme $ und S auch 
isomorphe definierende Ideale besitzen — die insbesondere, wenn h mit h zusammenfällt, 
auch als identisch angenommen werden dürfen. 

Da h im Zentrum von OD angenommen war, wird O sicher kommutativ, wenn es 
ein Erzeugendensystem S besitzt, das aus einem einzigen Element z besteht. Wird M 
noch Hauptideal, so heißt die einem Basispolynom G (Z) von M entsprechende Gleichung 
@G (z)= 0 eine definierende Gleichung von DO in bezug auf h. 


4. Das definierende Ideal eines direkten Produktes. Es sei (wie unter 3) DO iso- 
morph zu h[..Z..]/M, wo also M definierendes Ideal. Neben h[..Z..] werde der Polynom- 
bereich vo |..Z..] betrachtet, also das System aller endlichen Summen 


Zy,P,=2P;,y, mit y,„auso, 


die Gleichheit als Koeffizientengleichheit definiert. o[Z] umfaßt h|Z] und ist direktes 
Produkt von h[..Z..] und vo in bezug auf h, anders ausgedrückt: aus h[..Z..] durch Er- 
weiterung des Koeffizientenbereichs hervorgegangen !P). Es bedeute M, das Erweiterungs- 
ideal von M in bezug auf o[..Z..] — Durchschnitt aller M umfassenden zweiseitigen 
Ideale aus o[..Z..] —, also das System aller linearen Verbindungen der Elemente aus 
M mit Koeffizienten aus vo, das wegen der Vertauschbarkeit von vo mit den Z schon ein 
zweiseitiges Ideal bildet. Falls das direkte Produkt D, in bezug auf h) existiert, so wird D, 
isomorph zu v|..Z..]/M,. Denn DO, wird homomorphes Bild von o[..Z..], also iso- 
morph dem Restklassenring nach dem definierenden Ideal von O, in bezug auf vo, ent- 
sprechend dem Erzeugendensystem der 2. Nach der Gleichheitsdefinition I, (4) aber 
lassen sich die zwischen den z in DO, bestehenden Relationen als lineare Kombinationen 
mit Koeffizienten aus v der in O bestehenden schreiben; also wird M, definierendes Ideal. 


Bemerkung. Dieselbe Überlegung ergibt noch eine symmetrische, aber umständ- 
lichere Darstellung des direkten Produktes und des zugehörigen definierenden Ideals. 
Es sei vo isomorph h[..Y..]/R, wo Y von den Z verschiedene Symbole bedeuten, so daß 
der Polynombereich h[..Y..Z..] definiert ist. Dann wird O, isomorph 


91. Y..2.. (MN, ..YZ—-ZY..), 


wo das rechtsstehende definierende Ideal durch M, NR und alle Kombinationen YZ—-ZY 
erzeugt ist. (Letztere drücken die Vertauschbarkeit der Elemente von p und OÖ aus, 
erstere die Tatsache, daß die Relationen in DO, Folgen der in O und v einzeln sind.) 


10) Denn Gleichheits- und Verknüpfungsbedingungen sind erfüllt, und aus y„=h+h,P,+'''+h,P, 
folgt nach der Gleichheit in o[..Z..],daßy=h. Vgl. dazu $2,2. Die Tatsache, daß o|..Z..] direktes Produkt 
ist, wird in dieser Nummer nicht benutzt. 








- 
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82. Ringe mit unabhängiger Modulbasis. Konstruktion des direkten Produktes. 


l. Konstruktion des direkten Produktes. Ein System 7 von Elementen ..t.. aus 
DO heißt eine h-Modulbasis von DO, wenn Ö gleich dem aus 7 in © abgeleiteten h-Modul 
wird. Es besteht dann O wegen der Existenz der Einheit in h aus allen linearen Ver- 
bindungen h;t,+''+h,t,. Die Modulbasis heißt unabhängig, wenn aus 

ht, + +h,t,=0 stets h,=0,...,h,=0 
folgt. Besitzt OD eine unabhängige, das Einheitselement enthaltende Modulbasis, so existiert 
das direkte Produkt D, bei beliebigem Erweiterungsring vo von h, für den nur h, Unterring des 
Zentrums und dessen mengentheoretischer Durchschnitt [DO,o] durch h gegeben ist"‘). Es 
genügt nach $ 1,2, einen entsprechenden Einbettungsring R zu konstruieren, der sich 
dann hier schon als das direkte Produkt erweisen wird. Es sei R definiert als Gesamt- 
heit aller linearen Verbindungen 
tt, at te Is 

wobei die t, alle Systeme je endlich vieler Elemente der unabhängigen Basis T durch- 
laufen, die y entsprechend aus vo. Die Gleichheit sei als Koeffizientengleichheit in den 
t,, definiert, Summe und Produkt nach den üblichen Rechenregeln, wie unter $ 1,2. 
Wegen der Basiseigenschaft ist das Produkt irgend zweier t, eine lineare Verbindung 
endlich vieler mit Koeffizienten aus h, es wird also R ein Ring. R umfaßt O, da h Unter- 
ring von 0 ist; und es umfaßt o, da T das Einheitselement enthält. Da weiter die y,, 
sowohl mit den h,, wie mit den t, elementweise vertauschbar sind, wird o in R mit D 
elementweise vertauschbar. Schließlich ist in R der Durchschnitt von OÖ und o durch h 


gegeben, denn eine Relation 
: a a hitı+ +A, 


ergibt nach der Gleichheitsdefinition — da e nach Voraussetzung Element der Basis 
ist —, daß ein t gleich e ist, die übrigen verschwinden, und somit y=h. Somit existiert 
das direkte Produkt; es wird gleich R, das gleich dem Produkt von O und o ist und der 
Vertauschbarkeits- und Gleichheitsbedingung genügt (da die Elemente der Basis un- 
abhängig sind, geht diese Bedingung in Koeffizientengleichheit über). Diese Basis T 
von DO wird zugleich o-Basis von Q,. 

2. Erweiterungs- und Verengungsmoduln. Ist B ein h-Modul aus O, so wird unter 
seiner Erweiterung ®, der o-Modul aus DO, verstanden, der Durchschnitt aller ® um- 
fassenden o-Moduln aus O, ist. Ist & ein o-Modul aus Q,, so ist sein Verengungsmodul €, 
in DO als Durchschnitt [E, O] definiert. Ist ® zugleich Ideal in ©, so wird B, Ideal in O,: 
ist € Ideal in D,, so wird [E, DO] Ideal in ©. 


Satz. Besitzt ein Modul B aus D eine unabhängige h-Modulbasis, die sich zu einer 
unabhängigen h-Modulbasis von D ergänzen läßt, so ist B Verengung seines Erweiterungs- 
moduls B, in D,- 


Beweis. Es bedeute T eine unabhängige h-Modulbasis von B, die sich nach Vor- 
aussetzung durch ein System 7 von Elementen t aus O zu einer unabhängigen h-Modul- 
basis von O ergänzen läßt. Es wird T dann zugleich unabhängige o-Basis von ®B,, und 
T und T zusammen eine solche von 9,. 

!ı) Natürlich könnte symmetrisch dazu auch die Basisvoraussetzung für v gemacht werden. Nach $2,2 
wird — ohne Beschränkung der Allgemeinheit; vgl. E. Noether, Der Diskriminantensatz für die. Ordnungen 


eines algebraischen Zahl- oder Funktionenkörpers, dies. Journ. 157 (1927), 82—104, $$ 1,2 — vorausgesetzt, 
daß zwischen den nicht zu h gehörigen Elementen aus O und o keine Verknüpfungen bestehen. 
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Es ist ® enthalten im Durchschnitt [®B,, ©]. Sei umgekehrt c ein Element dieses 
Verengungsmoduls. Als Element von 8, läßt c eine Darstellung durch Elemente von T 
zu, die zugleich eine Darstellung durch die o-Basis T, T von DO, bedeutet: 


c=yÜlı+''+y,t, mityauso. 
Als Element von O besitzt c eine Darstellung durch die h-Basis von T, T von O, also: 


c=ht, +" +h,t,+h,t, + +ht,, 


hd Js 

die ebenfalls zugleich, da © Unterring von DO, und h Unterring von vo, eine Darstellung 
durch die o-Basis T, T von O, bedeutet. Also müssen beide Darstellungen koeffizienten- 
gleich sein: die Koeffizienten der t verschwinden und 


c=h,t, +" +ht: 


%y ir 
zeigt. daß c Element aus ® ist. Damit ist ® als Verengungsmodul erkannt. 
Zusatzbemerkung. Der Beweis benutzt nur etwas geringere Voraussetzungen als 
die im Satz formulierten und beweist die übrigen; es gilt die verschärfte Fassung: 
Es wird B Verengungsmodul seiner Erweiterung B,, wenn es in D eine unabhängige 
h-Modulbasis T, T gibt, wo T in ®, derart, daß T zugleich (unabhängige) v-Modulbasis 
von ®, ist. Es erweist sich dann T auch als unabhängige h-Modulbasis von B. 


3. Hinreichendes Kriterium für Existenz des direkten Produktes. Es kann vor- 
kommen (z. B. bei der Relativdifferente), daß erst bei Erweiterung des Koeffizienten- 
bereichs h eine unabhängige Modulbasis existiert. Die Existenz des direkten Produktes 
kann sich dann entnehmen lassen aus dem hinreichenden Kriterium: 

Gibt es einen Erweiterungsring f von h derart, daß die direkten Produkte D, und v, in 
bezug auf h und weiter D,xo, in bezug auf f existieren, so existiert Dxo in bezug auf h. 

Es ist zu zeigen, daß R=90,xo, ein Einbettungsring im Sinn von 2 wird. In der 
Tat werden O und v als Unterringe von Q, und o, elementweise vertauschbar; weiter 
gilt 

[D,0]<- [9,0] =#; 
ebenso |D,0] © ©; also [O,0]< [O,f] =h, und somit [O,0]=h, womit R als Ein- 
bettungsring nachgewiesen ist. 

Bemerkung. Der Beweis benutzt die Durchschnittsvoraussetzung nur bei D,, 
nicht bei o,, welch letzterer Ring also auch einfach das Produkt von v und f sein kann. 


8 3. Differente eines Ringes nach einem Unterring. Differentialquotient 
eines definierenden Ideals. 

Von jetzt an seien alle auftretenden Ringe als kommutativ angenommen?!?). Weiter 
sei stets vorausgesetzt, daß die Ringe DO und vo isomorphe, und zwar äquivalente Erwei- 
terungen des Unterringes bj seien (daß also die Abbildung von © auf o Fortsetzung der 
identischen von h sei) und daß das direkte Produkt D, in bezug auf h existiert. 

I. Definition der Differente. Es sei vorausgesetzt, daß das direkte Produkt DO, 
in bezug auf h existiert. Es durchlaufe x alle Elemente aus O, und £ bedeute jeweils das 


2) Ohne diese Voraussetzung müßten Rechts- und Linksdifferente definiert und es müßte untersucht 
werden, wie weit diese unter sich übereinstimmen und wie weit sie im Fall von Ordnungen halbeinfacher 
Systeme mit bekannten Bildungen übereinstimmen (als Verallgemeinerung der Untersuchungen von $ 4). 
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vermöge des Isomorphismus in vo entsprechende; es bezeichne ® das durch alle Dif- 
ferenzen x — £ erzeugte zweiseitige Differenzenideal von D,, 


B=1..(2— 8)... 

Der Differenzenquotient A ist definiert als Idealquotient des Nullideals durch ®, 

besteht also aus allen Elementen a aus O,, für die aß verschwindet, 

A=(0):B. 

Die Differente d von vo in bezug auf h ist definiert als A[x—&£], entsteht also aus W, 
indem in jedem a=x,2,+ "+, 2, aus A die x durch die isomorph entsprechenden £ 
ersetzt werden. Entsprechend ist die Differente ® von D in bezug auf h als A[£>x] 
definiert; da X symmetrisch in x und £ definiert, entsprechen sich d und ®, als durch 
Vertauschen von £ und x hervorgegangen, vermöge des Isomorphismus von o zu D. 
Da W Ideal in DO,, also insbesondere o-Modul und D-Modul, werden d und ® Ideale in 
vo und D. 

2. Differentialquotient eines definierenden Ideals. Es sei ($ 1,3) M definierendes 
Ideal von O in bezug auf h, entsprechend dem Erzeugendensystem der z. Es wird also 
($ 1,3) M auch definierendes Ideal von v in bezug auf h, entsprechend dem isomorphen 
Erzeugendensystem der &; und es wird ($ 1,4) ©, isomorph o[..Z..]/M,. Differenzenideal 
und Differenzenquotient sind jetzt im Polynombereich o[..Z..] definiert durch 


D=1..(2—8)..} 
und 


E-M,:D=f..(FIZy—F(8)..}:{.12—8)..}. 


Der Differentialquotient M’ ist definiert als CE [£—Z]. Dabei ist zu beachten, daß diese 
Definition eindeutig ist, unabhängig von der Darstelluny der Elemente aus vo durch die 
Erzeugenden &. Denn da € Idealquotient, umfaßt es M,; zwei Darstellungen eines 
Elementes von o unterscheiden sich durch ein Polynom F(£), also nach der Einsetzung 
von Z durch ein in M und damit schon in E liegendes F(Z). Das Ideal M’ wird ein M 
umfassendes Ideal in h[..Z..]. Der Differentialquotient M’ geht für Z>E in die Diffe- 
rente d von v über. Denn vermöge einer homomorphen Abbildung entsprechen sich neben 
Idealen auch die Quotienten. Es wird also X homomorphes Bild von & vermöge des 
Homomorphismus zwischen o[..Z..] und ©,, also des Entsprechens von Z und z, da 
das gleiche für ® und das Nullideal in bezug auf O und M, gilt'?*). Daraus folgt, daß 
der Substitution &>Z in E vermöge des Homomorphismus die Substitution £>z in W 
entspricht; es wird also die Differente D von DO homomorphes Bild von M’ vermöge 
des Entsprechens von Z und z. Also 


MIZ>2]=Dd und M[Z>E=-Dd[>E]=d. 
3. Differente im Fall einer definierenden Gleichung. Es besitze O eine definierende 


Gleichung @ (z) = ($ 1, 3, Schluß), wobei weiter noch vorausgesetzt sei, daß der Koeffizient 
des höchsten Gliedes gleich der Einheit wird, also 


G(Z)=Z"+h,2""+.--+h, 
mit Koeffizienten h, aus h. Dann ist der Zusammenhang mit dem Polynomdifferential- 
quotienten hergestellt durch: 





13) Diese Bezeichnung soll immer für aus Gesamtheiten abgeleitete Ideale angewandt werden. 
132) Anmerkung bei der Herausgabe: Es ist wichtig, daß M, die Urbildmenge von (0) darstellt, um 
das Entsprechen des Quotienten schließen zu können. 
Journal für Mathematik, Bd. 188. Heft 1. 2 
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Satz. Die Differente von v bzw. DO in bezug auf h) ist definiert (d. h. das direkte Produkt 
OD, in bezug auf h existiert) und wird Hauptideal mit dem Basiselement G’(£) bzw. G’(z), 
wo @'(Z) den Polynomdifferentialquotienten bedeutet. Der Idealdifferentialguotient M’ 
wird gleich (G’(Z), G(Z)). 

Beweis. Aus der Voraussetzung folgt zuerst, daß die Elemente e,z,...,2”' eine 
unabhängige Modulbasis von O bilden. Denn da der höchste Koeffizient in @(Z) die 
Einheit ist, bilden diese Potenzen tatsächlich eine h-Modulbasis; diese ist aber unab- 
hängig, weil M kein Polynom von niedrigerem als n-tem Grad enthalten kann. Der 
Grad eines Polynoms K(Z)G(Z) ist nämlich gleich der Summe der Gradzahlen der 
Faktoren, wieder wegen der Voraussetzung über den höchsten Koeffizienten. Wegen 
der Existenz der Modulbasis existiert also das direkte Produkt O, in bezug auf h, und 
damit ist die Differerte definiert. Das Weitere folgt aus der Betrachtung des Differenzen- 
quotienten € in o[..Z..] (vgl. 2). Dieser Differenzenquotient wird Hauptideal mit einem 
Basispolynom 


c(Z, = (ZT + ZUREH  HET) Lh (Z2° + HET) + ho: 


Denn € entsteht durch formale Division von G(Z)—G(£) durch Z—£ und gehört somit 
zu CE, da Z—£ Basis von Q\ wird. Ein beliebiges Polynom läßt sich mod (' auf ein solches 
D reduzieren, das in Z den Grad n—1 nicht erreicht; also erreicht das Produkt D(Z—£) 
den Grad n nicht und kann daher nur zu M gehören, wenn es verschwindet. Aus 
D(Z—£)=0 folgt aber D=0, da der Koeffizient von Z in Z—£ die Einheit ist. Also 
wird € die Basis von €. Nun aber ergibt sich 
M = (@’(Z), G@(Z)), 

wie die Substitution £>Z in C und seine Vielfachen (also G@(Z)=C(Z--£) und dessen 
Vielfache) zeigt, und damit kommt 


d=(G’(£)) und D=(G’(e)). 


84. Differente einer direkten Summe. 
Über DO werden die folgenden Voraussetzungen gemacht: 
(1) © wird direkte Summe von Idealen 
D-R+HR=R+S,=Da++Dde, 
wo die e, die Komponenten der Einheit bedeuten. 


(2) Jedes R, besitzt eine unabhängige h,-Modulbasis 7',, wo h, die Komponente von 
h in R,, also h,=he,. Diese Basis 7, enthält die Einheit e, von R, als Element. 


(3) Jeder Durchschnitt [h, ©;] wird gleich dem Nullelement (©, enthält keine 
Konstanten). ' 
Wegen des Isomorphismus gelten dieselben Voraussetzungen für o. 


Satz. Unter den angegebenen Voraussetzungen wird die Differente von D in bezug 
auf h direkte Summe der Differenten von R, in bezug auf h,. 


Der Beweis beruht auf dem Nachweis einer Reihe von Einzeltatsachen. 


I. Zunächst folgt, daß auch O eine unabhängige, e enthaltende h-Modulbasis besitzt, 
daß also die Differente von O bzw. o in bezug auf h definiert ist, und zwar besteht diese 
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Basis aus der Vereinigungsmenge T der Basen T, von R,. Denn aus 


=re+''+re, 
und 
xe,= (h,e,) te; + Br + (h,e,) ie = h, (t\:e;) + a + h, (t,,e;) 
ergibt sich, daß 7 tatsächlich eine h-Basis von © wird. Diese ist aber auch unabhängig; 
denn aus einer Relation zwischen den Elementen aus T folgen wegen der direkten Summe 
Relationen zwischen den Elementen jedes 7',, und damit he,=0 für alle Koeffizienten. 
Das ergibt aber A=(0 nach Voraussetzung (3); denn wegen 
h=he, (©,) 


folgt aus he,—0, daß h in [, ©,] liegt. Da T weiter die Einheiten e, von R, als Element 
enthält, deren Summe e wird, so kann in T ein e, durch e ersetzt werden, wodurch die 
allen Bedingungen genügende h-Basis T entsteht. Hieraus ergibt sich die Existenz 
von OÖ, und der Differente von © in bezug auf h. 


II. Die Durchschnittsbedingung (3) zieht jetzt die schärfere nach sich: 
lo, S;y] =(, 
wo ©,,, das in DO, aus ©, abgeleitete Ideal bedeutet. Sei 


=ae=ßht + Pl 
wo ty, ...,2,; Elemente der durch Weglassen von T, aus T entstehenden Basis sind, x 
und ß aus vo. Bildet man T, indem man e, durch e ersetzt, so sind also e,t,,...,t, von- 
einander verschiedene Elemente der h-Basis T von ©. Da aber die Gleichheit in ©, in 
Koeffizientengleichheit in jeder solchen Basis übergeht, ergibt die Relation 

r=ae=ßht + Pit, 
also x=0, womit die verschärfte Durchschnittseigenschaft bewiesen ist. Hieraus ergibt 
sich insbesondere (wie oben): Aus 

x Element von vo und a#0 

folgt ae,#0. 

III. Eine unmittelbare Folge dieser Durchschnittsbedingung ist: Es wird o ring- 
isomorph zu seinen der, Zerlegung von O entsprechenden Komponenten ve,; dieser Iso- 
morphismus umfaßt den Isomorphismus 

heh,=he,. 
Denn wegen e/=e, — und der Vertauschbarkeit von e, mit allen Elementen aus 0 — 
wird ve, ringisomorphes Bild von o; die Beziehung ist aber eineindeutig, da aus x#0 
auch ae,#+0 folgt. Dem Unterring h ist dabei die Komponente h,=he, zugeordnet. 

IV. Weitere Isomorphismen folgen, wenn noch die entsprechende Zerlegung für v - 
herangezogen wird: 

0=4+'+1,=1,+3,=05.+°+0e,. 
Es kommt dann: 





Die Relation O=dDe, ist die o= ve, genau entsprechende, wenn man in der obigen Be- 
trachtung von vo statt O ausgeht. Ebenso entsprechen sich die beiden folgenden Rela- 
tionen, deren erste daraus folgt, daß bei o= ve, dem Unterring t, auch t,e, zugeordnet 
ist; ebenso entsteht 

hhe,=he,. 
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Da aber he, Unterring von o (und r,), kommt schließlich noch 
he,=he,e;- 


V. Aus der direkten Summendarstellung von © folgt: Ist C=(0): ® der Quotient 
des Nullideals durch das Ideal ® in O, so wird jede Komponente &, gleich dem Quotienten 
des Nullideals von R, durch die Komponente B,. Aus 


BE=(Be,) (Ce) + + (Be,) (Ce,) = 0 
folgt wegen der direkten Summe einzeln 
(Be,) (Ce)=0. 
Genügt umgekehrt ein Element re, aus R, der Bedingung (Be,) (re)=0, so gilt auch 
(Be,) (re)=0 für i+k. 

Also ist re, Element aus & und zugleich aus R,, gehört also der Komponente @,=Ge, 
an. Damit ist &,=@e, als Quotient des Nullideals durch ®, erkannt; also auch als 
Quotient des Nullideals von R, durch 8,, da aus 

re,B,=0 (6©,) 
immer re,®,=0 folgt“). Da neben O auch 
D,=D,at+ "+ DE 
direkte Summe wird, gilt der Satz also auch für die Ideale aus D,: 


VI. Komponentenzerlegung der Differente. Nach Definition (vgl.$3,1)ward®= A [>]; 
also kommt 
D=-De,+'+Dde,=-N[E>rlcı + +A[E>r]e,. 
Da aber e, in DO und damit sich selbst entspricht, da weiter e, durch den Isomorphismus 
in e, übergeht, und da e’=e, ist, so wird 
AlE>r] e,=Xe, [Ee>x] = Ae,e,[E>r]. 
Nach V. wird aber Xe,e, gleich dem Quotienten (0): ®e,e, und ebenso gleich dem Quo- 


tienten des Nullideals von R;r, durch ®e;,e,. Denn die direkte Summenzerlegung in O 
und vo erzeugt durch Multiplikation die Zerlegung 

D, =D, TER; t; 
die direkt ist, da Ze,e,=e wird und die Orthogonalitätsrelationen für die Einheiten 
erfüllt sind. 

VII. Nachweis, daß De,=Xe,e.,[E>x]=(0):Be,e, die Differente von R, in 
bezug auf h, ist. Dieser Nachweis beruht auf den Tatsachen: Es wird R;r, gleich R,e,Xr;e, 
in bezug auf he,e,; dessen Differenzenideal ist durch ®e,e, gegeben, sein Differenzen- 
quotient durch Xe,e,, während De,e, die Differente von R,e, und entsprechend de,;e, die 
Differente von r,e, wird. Die Isomorphismen 


Re eR, und tere, 
ergeben dann De, bzw. de, als Differenten von R, in bezug auf he, bzw. von r, in bezug 
auf he,. 
VIII. Es wird R;r, gleich dem direkten Produkt R,e,xr,e, in bezug auf he,e,. DaR; 
die H,-Modulbasis 7‘, besitzt, folgt aus dem Isomorphismus (IV) R,_R;e,, daß T,e, eine 
be,e,-Modulbasis von R,e, wird. Nun ist r,e, nach IV. zu R,e, isomorph — da r,—#R, ver- 


14) Der Satz folgt auch direkt aus dem unter 2 benutzten Satz, daß bei homomorpher Abbildung sich 
neben Idealen auch die Quotienten entsprechen, 
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möge 00 — und Erweiterungsring von he,e,. Das direkte Produkt besteht also aus 
allen Linearformen der Elemente von T,e,, mit Koeffizienten aus r,e,, wobei die Gleich- 
heit als Koeffizientengleichheit definiert ist. Das wird aber vermöge Oxo genau Wr, 
da T,=T,e, und r,=t,e, ist und T, zu einer Modulbasis von DO gehört. 

IX. Das Differenzenideal von R,e,x r,e, ist durch ®e;,e, gegeben, der Differenzen- 
quotient durch Ye,e,. Um das einzusehen, schreibe man ® in der Form 


B=L.., 2-2... 2 —E. ...}. 
Dann wird 
Be,e,={..., ze, Eee, --.} 

also tatsächlich gleich dem Differenzenideal von R,e,Xt,e,. Da aber (nach VI.) Wee, gleich 
dem Quotienten des Nullideals dieses Ringes durch ®e;,e, wird, ist es als Differenzen- 
quotient erkannt. 

X. Die Differente von R,e, ist gleich De,e,. Die Differente von R,e, entsteht, indem 
man in We,e, jedes Element aus r,e, durch sein isomorphes ersetzt; also jeweils (£e,) e, 
durch (xe,) e,, d.h., da auch £e, ein & aus o, das in xe, übergeht: indem man in Me;e; 
die Substitution &>x macht — was (£e,)e, in (xe,)e,=xe, überführt — und dann 
mit &, multipliziert. Nun war (nach VI.) Ye,e, [[>x]=%®e;; also wird die Differente von 
N,e, in bezug auf he,e, gleich De,e,, und symmetrisch.dazu die Differente von r,e, gleich 
De,e;- 

XI. Die Differente von R, wird gleich De,. Denn vermöge des Isomorphismus geht 
die Differente von R, in diejenige von R,e, durch Multiplikation mit e, über, und da 
letztere gleich de,e, wird, so ist also erstere gleich De,. Also: 


D=-De,+'+Dde,, 
und De, ist Differente von R,; symmetrisch dazu 
d=da+ +de,, 


und de, ist Differente von r,, womit der Satz bewiesen ist. 


8 5. Galoisscher Erweiterungsring eines Körpers. Struktursätze. 


1. Die zugrunde liegenden Ringe. Es sei K ein Körper n-ten Grades über einem 
Grundkörper P, und zwar werde K als separable Erweiterung angenommen. T sei ein zu- 
gehöriger — bis auf Isomorphie eindeutig bestimmter — galoisscher Körper, der also n 
Konjugierte K“) umfaßt und deren Produkt ist, wobei K=K(!) gesetzt ist. Es bedeute 
8 eine zu K und folglich allen K® isomorphe in bezug auf P äquivalente Erweiterung 
von P derart, daß der Durchschnitt [$,F] durch P gegeben ist (daß es also keinen ge- 
meinsamen Umfassungskörper von FT und $# gibt"). Da # eine unabhängige und end- 
liche, das Einheitselement enthaltende P-Modulbasis besitzt, existieren nach $ 2,1 die 
direkten Produkte &-, Rx; Ri; es wird #, das Produkt seiner n Unterringe Ky«u- 
Es wird $- als galoisscher Erweiterungsring von ® bezeichnet. &, ist zugleich direktes 
Produkt von $, und F in bezug auf K, da jede unabhängige P-Basis von $ auch unab- 
hängige K-Basis von , wird, entsprechend für die Konjugierten!%). Für die Bezie- 
hungen zwischen den Idealen dieser Ringe gilt: 


15) Dabei wird natürlich vorausgesetzt — was keine Beschränkung der Allgemeinheit —, daß zwischen 
den nicht zu P gehörigen Elementen von K und & keine Verknüpfungen bestehen (vgl. $1,2, $2, 1 und 
Fußnote !!)). 

16) Die für alle Konjugierten gleichmäßig geltenden Sätze werden meist nur für 8x ausgesprochen, 
also. unter Weglassung der Indizes, 
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Satz. Jedes Ideal aus $ ist Verengungsideal seiner Erweiterung in 8% oder Kr; 
jedes Ideal aus $, ist Verengungsideal seiner Erweiterung in Rr- 

Beweis. Da P und K Körper sind, besitzt jeder P-Modul aus & bzw. K-Modul 
aus $%, eine unabhängige und endliche P- bzw. K-Modulbasis, die sich zu einer solchen 
von ® bzw. $, ergänzen läßt. Der Satz folgt jetzt aus dem Satz in $ 2,2. 


Mit Bun sei das Differenzenideal von Kun bezeichnet, also 


(i) (i) 
MR BRPE 7 u een 7 


speziell also: 

B=1..., 2-E,...}- 
Da & bzw. & das & vermöge des Isomorphismus entsprechende Element aus K bzw. K' 
ist, so sind also die n Differenzenideale untereinander konjugiert. 

A, bzw. Au) bezeichne die Differenzenquotienten (0):Px, in K, und seine Kon- 
jugierten. Die Erweiterungsideale in $- seien durch ®; und X; gegeben. Aus dem Satz 
dieser Nummer über Erweiterungs- und Verengungsideale folgt also insbesondere: 

Differenzenideal ®, und Differenzenquotient U, sind Verengungsideale ihrer Er- 
weiterungen ®- und W-. 

2. Direkte Summenzerlegung des galoisschen Erweiterungsringes. Den Zusammen- 
hang von Differenzenideal und Differenzenquotient mit der Struktur des galoisschen 
Erweiterungsringes gibt der 

Struktursatz. Das Nullideal des galoisschen Erweiterungsringes $, wird der Durch- 
schnitt der Erweiterungen der n konjugierten Differenzenideale; X, selbst wird direkte 
Summe der Erweiterungen der n konjugierten Differenzenquotienten. $ ;, wird direkte Summe, 
sein Nullideal Durchschnitt des zugehörigen Differenzenideals und Differenzenquotienten. 

Beweis. Der Restklassenring nach jedem ®l’ ist vom Range eins in bezug auf F, 
da jedes Element mod ® einem Element aus FT kongruent ist, aber ® kein Element 
#0 aus FT enthalten kann (denn ®f verschwindet für >"). Da wegen der Separa- 
bilität die ®f alle verschieden sind, werden sie also paarweise teilerfremd (Summe von 
je zweien gleich $,). Somit nimmt der Rang der Ideale 


BR, BI, BP, BI 

um mindestens je eine Einheit ab; der Durchschnitt aller wird das Nullideal, während — 
wegen der paarweisen Teilerfremdheit — der Durchschnitt von weniger als allen Kon- 
Jugierten vom Nullideal verschieden sein muß (der Rang hat also bei jedem Schritt um 
genau eine Einheit abgenommen). Daraus folgt aber nach bekannten Sätzen die folgende 
eindeutig bestimmte, direkte Summendarstellung von R-1): 

(1) H=ä)+ +EP=Tet +. +F=EP+ PP; 

e=e!+... em); CO-IBO, ..., BED, BErD, ...]. 

Es ist zu zeigen, daß &- gleich A, wird. Das wird daraus folgen, daß die entsprechende 
Übereinstimmung in &, nachgewiesen wird. Hier gilt die Zerlegung: 

(2) KR + Pr= Ke’+ Krle—e)). 
Es liegt nämlich e‘ in 8; denn @{' gestattet alle Vertauschungen von BP, ..., 
somit gilt das gleiche für e‘') als Komponente der Einheit in €. Drückt man daher 


(n) 
MM 


") Vgl. etwa E. Noether, Abstrakter Aufbau der Idealtheorie in algebraischen Zahl- und Funktionen- 
körpern, Math. Ann. 96 (1927), 26—61, 84,5. 











- 
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e‘'! durch eine unabhängige K-Basis von 8, aus — was möglich ist, da diese zugleich 
unabhängige T-Basis von $- ist —, so gestatten die Koeffizienten einzeln alle Vertau- 
schungen von K®), ..., K, liegen also in K. Wegen (e)?=e wird die Summen- 
darstellung 


= Ke’+ Rute —e(!) 


direkt; ihre Erweiterung in $, wird wieder direkt, führt also nach (1) auf = V’+R. 
Somit gilt nach $ 2,2, Schluß: 
Ke=[E,, Kr] - [Fe®, RK) PS Kel— 6; 
Klee) [Pr, Kl = Wk; 

womit (2) bewiesen ist. 

Aus (2) folgt aber &&=W, und damit &-=X-. Denn wegen e!(e—e))=0 folgt 
EP =0; umgekehrt ergibt bP.=0 auch b(e—e’)=0, also wird b=be=be), und 
somit wird 

6. = (0): Br e= A 
und durch Erweiterung &-=X-. Damit gilt aber: 
Ka) + ot Am — Fe’) ... re”; 0= IB, ne Bm]; 
MN At Bein = KOEO BU, ; pn [U Bl E 

womit der Satz in allen Teilen bewiesen ist. Es sei noch darauf hingewiesen, daß es sich 
um einen völlig invarianten Struktursatz handelt, da alle auftretenden Bildungen ($,, 
Kr: Pr, Ag) basisfrei definiert sind?®). 

3. Komponentendarstellung von ® durch konjugierte Elemente. Den konjugierten 
Differenzenidealen und Differenzenquotienten entspricht eine Darstellung der Elemente 
von & durch konjugierte Komponenten: 


Satz. Ist = Ve) + ...+&Wem die Komponentendarstellung eines Elementes x 
aus 8, so sind die n Komponenten untereinander konjugiert. Insbesondere sind &,..., 
die n konjugierten Werte, die x vermöge der Isomorphismen von KR zu K,..., K" ent- 
sprechen. 

Daß ee", ...,e untereinander konjugiert sind, zeigen die Relationen (3) in 2, 
wonach die Automorphismen von T, die ®, in ®k{;, überführen, zugleich e') in e“ über- 


führen, welch letzteres ja Element aus $ ‚ist. Dieselben Relationen ergeben ze &e, 


KÜ 
wegen RU). e®—0 und damit 
g KU 


(ED) ec) —=( 


(oder aus der Tatsache, daß ® als Körper zu seiner Komponente isomorph, diese also 
durch K®e® mit isomorpher Zuordnung von x und &e“ gegeben ist). 


Aus dem Satz ergibt sich: 


Folgerung. Ist B ein absoluter Modul in ® (d. h. enthält B neben irgend zwei Elementen 
noch die Differenz), und sind B,..., 8” seine Komponenten in R;, so wird ® gleich 
dem Durchschnitt [R, B”’+ + 8]. 

Denn 8 ist in diesem Durchschnitt enthalten; soll umgekehrt ein Element aus 
BVI+...4+B) zu K gehören, so muß es nach dem Satz eine Summe Konjugierter sein 
und wird damit ein Element aus 8. 


18) Nicht invariant wäre die hier mögliche Formulierung vermöge einer definierenden Gleichung und 
der Zerlegung des entsprechenden Polynoms in Linearfaktoren. 
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4. Komplementäre Basen von ® und ihr Zusammenhang mit den Komponenten 
der Einheit. Geht man von der invarianten Struktur zu einer Basisdarstellung über, so 
vermittelt diese Struktur eine Zusammenfassung der Basen in Paare komplementärer: 

Satz. Jeder P-Basis t,,...,t, von $ ist eine komplementäre T,,..., T, in 8 zu- 
geordnet, deren komplementäre wieder die ursprüngliche der t wird. Die zu der komplemen- 
tären Basis T,,..., T, isomorphen Basen A\,..., AU von K\) sind definiert als die 
Koeffizienten der Einheitskomponenten e“) in der durch die t vermittelten Basisdarstellung 


AD + HA. 
Sind x, ..., a“) die den t, entsprechenden Basen, so werden die Matrizen der x und A 
reziprok. Hängen zwei Basen (s) und (t) von ® durch eine Transformation 
(s)=(t) P 
zusammen, so besteht zwischen den komplementären die kontragrediente Beziehung 
(S)= P-MT). 
Beweis. Seien e® Alt, + ---+At, die Basisdarstellungen der a Komponenten 


e‘) der Einheit, bei Zugrundelegung einer P-Basis t,,...,t, von ®, die also F-Basis 


von $- wird. Nach 2 und 3 liegen die A{”,..., AU in K, und den verschiedenen e“ 


entsprechen konjugierte Koeffizientensysteme A. Bedeutet a”, ...., a die den t,,...,t, 
in K isomorph zugeordnete Basis, so gelten die weiteren Relationen: 

(1) edit >aM]=e; ed >P]=0 für iF#j. 
Denn ®£};, enthält die Elemente 1,—xj”,...,1„—a,’ — die eine abhängige P-Modul- 


basis von Pen bilden —, verschwindet also bei der Substitution ="). Somit folgt aus 
— ei) () 
e=e Pe) 


die erste Relation (1), während die zweite daraus folgt, daß e‘ Element aller En ist 
für ö©+#j. Nach Koeffizienten aufgelöst lassen sich die Relationen (1) in Matrizenform 


schreiben: 


„(» she (ı A ia A) 


wo E,„ die Einheitsmatrix bedeutet; dadurch sind die A durch die x schon eindeutig 
bestimmt. Diese Relation (2) zeigt, daß die Determinante der beiden Matrizen nicht 
verschwindet. Sie zeigt weiter, daß A(’,..., AU) linear unabhängig in bezug auf P wird; 
denn eine lineare Abhängigkeit wäre auch für die konjugierten Systeme erfüllt, würde 
also den Rang der A-Matrix verringern, im Widerspruch dazu, daß der Rang von E, 
gleich n ist. .Es bildet also jeweils AY’,..., AU) eine Basis von K“; da diese Basen kon- 
jugiert sind, sind sie alle derselben Basis T,,..., T, aus $ isomorph, wobei T, nach 3 
durch 


T,=Ale)4+ + AR) el") 


bestimmt ist. Die Basis T,,..., T, wird als die zu t,,...,t, komplementäre bezeichnet, 
entsprechend A(”, ..., AU) als zu af”, ..., a’ komplementär. Da die A vermöge (2) 
schon eindeutig bestimmt sind und diese Relation — durch Übergang zur transponierten 
Matrix — aus der Basis der T, also der A, die x bestimmt, wird die ursprüngliche 
Basis der t die komplementäre der T. Vermöge der durch die Komponenten der Einheit 
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bewirkten Zuordnung zerfallen also alle Basen in Paare komplementärer. Ist s, S ein wei- 
teres Paar komplementärer Basen mit 


ee -BM)g,+.-+B®s, und (s)=(t)P, 


so folgt aus 
Atıt-+At,=Bis++B,s, 
— identisch in t nach der Substitution (s)=(t)P —, daß B, A sich kontragredient zu 
den s,t transformieren. Also gilt wegen des Isomorphismus das gleiche für $ und T. 
Damit ist der Satz in allen Teilen bewiesen. 

Bemerkung. Ist c=(,t,+ + Ct, die Darstellung eines Elementes aus $ vermöge 
einer: P-Basis und c=c,T,+'':+c,T, die Darstellung desselben Elementes vermöge 
der komplementären Basis, wo wird 


C,=Sp(eT;), e,=Sp(et,), 
unter Sp(x) wie üblich die Summe der Konjugierten verstanden: 
Sp()= EHEM + ... + m 
für beliebiges x aus 8. Denn es wird 
c=yNMedDı NEN = EAN ts Anh, 


wonach durch Koeffizientenvergleich sich C,=Sp(cT,) ergibt. Die zweite Relation 
folgt entsprechend durch Vertauschen von t und T'P). 


b. Zugrundelegung einer definierenden Gleichung. Lagrangesche Interpolations- 
formel. [Anm. bei der Herausgabe: Diese Nummer ist im Manuskript unausgefüllt ge- 
blieben. ] 


8 6. Die Differente einer Ordnung. 


Die nur auf Körper und ihre galoisschen Erweiterungsringe bezüglichen Struktur- 
sätze sollen jetzt im Sinn der Ganzheit verschärft werden durch Auszeichnung gewisser 
Unterringe von P und der in bezug auf sie ganzen Elemente in $ und K, der Ordnungen. 
Alle Bezeichnungen von $ 5 werden beibehalten ?°). 


1. Die zugrunde liegenden Ringe. Sei h ein Unterring von P derart, daß P Quo- 
tientenkörper von h wird; ferner sei h ganz-abgeschlossen in P (jedes Element aus P, das 
ganz in bezug auf h ist, gehört zu h). Es bedeute weiter Ö eine h-Ordnung aus ®, d.h. 
einen h umfassenden Unterring von $, dessen Quotientenkörper durch $ gegeben ist, 
und der eine endliche, nicht notwendig unabhängige h-Modulbasis besitzt. Alle Ele- 
mente von O werden dann ganz (in bezug auf 5); die d-Modulbasis wird zugleich — im 
allgemeinen abhängige — P-Modulbasis von 8. Es bezeichne vo die zu O isomorphe 
Ordnung in K, und 0“ die konjugierten in K®. Der in FT durch die n konjugierten Ord- 
nungen erzeugte Ring sei g; dann wird auch g Ordnung. Denn g umfaßt h. Die Produkte 


19) Die Betrachtungen dieser Nummer zeigen, daß die invarianten Struktursätze wesentlich einfacher 
sind als die nichtinvarianten Basissätze. Letztere wurden nur gebraucht, um den Zusammenhang mit 
Bekanntem zu vermitteln. In der Tat leistet die Zerlegung des galoisschen Erweiterungsringes und die 
Heranziehung des Komponenten der Einheit alles, was die komplementären Basen (der komplementäre Modul 
im nächsten Paragraphen) leistet. Auch dort wird der Zusammenhang zwischen Differente und Komplementär- 
modul nur der Einordnung halber gegeben. Dasselbe gilt für die Betrachtung der Lagrangeschen Inter- 
polationsformel unter 5. 

20) Für die Begriffe ganz in bezug auf einen Ring und ganz abgeschlossen vgl. $1 der in 
Fußnote !?) zitierten Arbeit. 


Journal für Mathematik. Bd. 188. Heft 1. 
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aller Elemente der h-Basen der o“ bilden eine h-Basis von g und zugleich eine P-Basis 


von FT. 
Es existieren die direkten Produkte DO, und O,, wie das hinreichende Kriterium $ 2, 3 


zeigt (der dortige Ring f ist durch P zu ersetzen). In &- existiert vorerst das direkte 
Pradukt O.= # in bezug auf hd. Denn, h liegt im Durchschnitt [O, P]; umgekehrt ist 
jedes Durchschnittselement ganz als Element von O, also als Element von P wegen der 
ganzen Abgeschlossenheit in h enthalten. Die linearen Verbindungen mit Koeffizienten 
aus P von irgend n linear unabhängigen Elementen aus Ö ergeben jetzt $ als direktes 
Produkt. Ebenso wird 
op=K und g=T; 

aus dem direkten Produkt $,= D,X 0, in bezug auf h folgt nach dem Kriterium $ 2, 3 
die Existenz von O, in bezug auf h; ebenso ergibt R-=0PX gp die Existenz von D,. 
Mit D, existieren auch die konjugierten Ringe D,«. Es wird O, als galoisscher Erweiterungs- 
ring der Ordnung DO bezeichnet. 

Die Differente von © bzw. vo in bezug auf h ist also definiert; ebenso die konjugierten 
Differenten. Es bezeichne 

B=1..., y—n,...} 
das Differenzenideal von D,, und 
BI L..., v9, ...} 
die konjugierten von D,«u), ebenso 
A = (0):B® — der Quotient genommen in OD, — 
die konjugierten Differenzenquotienten, insbesondere 
A=(0):B in D,- 
Weiter bezeichne 
D=-Aln>y] 
die Differente von ©, und 
"= Aly>n"] 
die Differenten der n konjugierten Ordnungen vo“, insbesondere 
dD=Aly>n] 

die Differente von o?!). 

2. Struktursätze. Dem Struktursatz für galoissche Erweiterungsringe von Kör- 
pern ($ 5, 2) steht gegenüber: 

Struktursatz für den galoisschen Erweiterungsring von Ordnungen. Differenzen- 
ideal und Differenzenquotient in bezug.aufOrdnung und Körper.stehen in folgender Beziehung 
zueinander: Es wird ®, Erweiterung des Differenzenideals ® von D, und ebenso A, Er- 


weiterung des Differenzenquotienten A von D,, dieser Verengung von Y,. Zwischen Dif- 
ferenzenquotient und Differente und Komponente der Einheit bestehen die Beziehungen 


Ade), AO HN, 
also 


d= [0, AL... + Am]. 


2!) Die Voraussetzung des in P ganz abgeschlossenen 5 ist z. B. erfüllt, wenn 5 die Hauptordnung 
eines Zahlkörpers, insbesondere h das System der ganzen rationalen Zahlen ist; es sind also Differente und 
Relativdifferente beliebiger Ordnungen, auch in Relativkörpern, definiert. Weiter kann h der Polynom- 
bereich von n Unbestimmten sein, was die Differente in algebraischen Funktionenkörpern von n Unbestimmten 


ergibt. 
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Die Differente d von v besteht also aus allen Elementen x von K derart, daß xe'') in 
D, liegt; sie ist vom Nullideal verschieden. 

Daß ®, Erweiterung von ®, folgt daraus, daß $ gleich DO, wird, ebenso K gleich o>, 
so daß also jedes —£ aus ®, sich linear mit Koeffizienten aus K durch die y—n aus 
® ausdrücken läßt. Daraus folgt weiter, daß A,= (0): ®, auch definiert ist als Quotient 
(0):B in 8.. Somit besteht A=(0):P in D, aus allen Elementen aus D,, die zu U, 
gehören, A=[O,, A], also Verengung von U. Wegen U,=Ke) wird somit A=ze, 
wo 3 ein 0-Modul in 'K, da W ebenfalls o-Modul. Nach Definition der Differente aber 
kommt: 


d=4A[r—>£]= (ze) [> £]=3 (e [x >E])=3e=3 


(vgl. 85,4, (1)). Also wird 3=d; der Differenzenguotient A wird Komponente in K der 
Differente d von vo, und entsprechend für die Konjugierten. Das zieht aber nach der 
Folgerung in $ 5, 3 die obige Relation für d nach sich. Und 


A=de=[Ke, D,] 


zeigt, daß d aus allen Elementen x aus K besteht, für die ze’ in ©,. Damit wird aber 
d vom Nullideal verschieden; denn e') ist als Element von «=D eine lineare Ver- 
bindung endlich vieler Elemente aus D mit Koeffizienten aus K, also Quotient eines 
Elementes aus Ö, durch ein solches aus vo (sogar aus h); dieser Nenner ergibt ein von 
Null verschiedenes Element von d. Damit wird aber d vom Rang n in bezug auf P 
oder d,=K, so daß A, Erweiterung von N wird. 


Von hier ab Skizze. 


3. Zusammenhang mit Komplementärmodul bei unabhängiger Basis. Ist t,,...,t, 
eine unabhängige h-Basis von ©, so auch jede Basis (s)=(t)P von $, sobald P in h 
und unimodular. Dann zeigt aber (S)= P-!(T), daß neben T auch S Basis ein und 
desselben h-Moduls wird, der als Komplementärmodul von OÖ bezeichnet wird. 

Der letzte Teil des Struktursatzes unter 2 sagt jetzt aus, daß d gleich dem Quotienten 
v:e in K wird, unter e den Komplementärmodul verstanden. Denn sei 


ed At, + ng -+A,t, 
wo A, eine Basis von e; dann besteht d aus allen Elementen ö, für die de’ in O,,d.h. 
öA, in o oder d=o:e. 


Spezialfall. Reguläre Ordnung mit e,2,...,2""' als Modulbasis: 


d={f(e)}- 

Bemerkung. Aus der Bemerkung zu $5,4 folgt die weitere bekannte Definition 
des Komplementärmoduls € von DO. Es besteht & aus allen Elementen c von ®, für die 
die Spuren Sp(ct), d. h. die Spuren Sp(co) mit beliebigem o aus D, ganz, d.h. inh; ent- 
sprechend für e in bezug auf vo und K. 

Denn sei c=c,T,+''+c,T, mit c, in h eine Darstellung eines Elementes c aus & 
durch die zu t komplementäre Basis von &. Dann wird c,=Sp(ct,), also in h; und um- 
gekehrt folgt aus Sp(ct,) in h, daß c, in h, also c in &. 

Zusatz. Wenn eine unabhängige h-Modulbasis in der Ordnung existiert, so wird der 
Differenzenquotient A Durchschnitt aller von ® verschiedenen Differenzenideale. ge- 
nauer 

WO [On BED, BED, BED, BO]. 
3* 
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Denn nach der verschärften Fassung in $ 2,2 wird dann auch ® Verengungsideal 


von ®x; sei nämlich e, t,, ...,t, eine Modulbasis von O, also von O,, dann auch 
e, l,— 0, ...,g 1. — 05 
aber t,—&3, ...,1„—a, ist zugleich K-Modulbasis von ®,. Also sind die Voraussetzungen 


$ 2,2 (Zusatz) erfüllt. Nun war aber 
= [BP PO W-, D= Lo RD = RO, POL. 


Aber A=[W,,O,]; somit 
A=[d, Br, ie Br]. 


4. Zusammenhang mit dem Differentialquotient einer Fundamentalgleichung, falls 
eine solche existiert. Erweitert man die Ordnung O durch n Unbestimmte u,,..., %,, 
bildet also das direkte Produkt O©,„, wo U den Polynombereich h[u,; ..-, %,] bedeutet, 
also Du=D[a,, ---, %,], so besteht die Erweiterung @, jedes Ideals aus O aus allen 
Polynomen in u mit Koeffizienten aus E; und umgekehrt ist € als das System aller Ko- 
effizienten von @, charakterisiert. 


Es bestehe nun eine Fundamentalgleichung; d.h. e,U,..., U”! sollen eine h-Modul- 
basis bilden bei Übergang zum Quotientenring durch ein oder mehrere primitive Poly- 
nome H (u) in h[w]. Dann gehen die Ideale €, über in Systeme, die aus €, durch Multi- 
plikation mit Einheiten (H (u) und seinen negativen und positiven Potenzen) entstehen. 
Man kann also zur Zurückgewinnung von & erst durch Multiplikation mit diesen Ein- 
heiten auf @,, gelangen (in u ganz) uud daraus zu €. Insbesondere gehe die Differente D 
von O in D, über; wo also ®, die Differente von O,„. Aber in DO, — durch Quotienten- 
bildung mit primitiven H(u) — existiert eine definierende Gleichung @G(U)=0. Also 
wird G’(U) Basispolynom der Differente, d. h. diese ist abgeleitet aus den Koeffizienten 
von G’(U). (Es muß noch genauer gezeigt werden, daß (G’(U)) wirklich nur ®, und 
nicht noch weiteres enthält; vielleicht nur bei ganzer Abgeschlossenheit von vo in K 
gültig. Es könnten ja durch Multiplikation mit Teilern von H(u) noch weitere in DO, 
gelegene Elemente als ®, entstehen. Bei ganzer Abgeschlossenheit (5 Axiome) folgt 
es aus dem Satz, daß die Koeffizientenideale (Inhalte) sich multiplizieren. Damit wird 
eine Verzweigungstheorie durch Betrachtung der Fundamentalgleichung mod p möglich.) 


8 7. Verzweigungstheorie der Hauptordnung mod p‘. 


Sei ein Zahlkörper zugrunde gelegt, h seine ganze Zahlen; oder auch ein Relativ- 
körper in bezug auf den Quotientenring der Hauptordnung nach einem Primideal, wo 
dann p das Basiselement des Primideals dieses Quotientenringes bedeutet. Die Ad- 
junktion der Unbestimmten u,, ..., u, sei vorgenommen; dann besitzt sowohl die Haupt- 
ordnung wie der Restklassenring nach 7* die h-Modulbasis e, U,..., U"-!; also wird 
durch G’(u) in beiden Fällen die Differente gegeben. Die Differente der Hauptordnung 
geht mod p' in diejenige des Restklassenringes nach p' über (gilt das für beliebige Ord- 
nungen oder nicht?). Wenn aber p=p?:---pfr, so ist der Restklassenring # nach pf 
direkte Summe, wo die Komponenten isomorph den Restklassenringen nach pie, also 


RN=Re+ ++NRe,; 
dabei wird e, für ik durch pf“ teilbar; wenn also 


IPl=Blflet Hl, 











Noether, Idealdifferentiation und Differente. 21 


und t genügend hoch, so geht p, in d, zur selben Potenz auf wie in d [7], also wie in d. 
Nach $ 4 aber wird d, die Differente von R,; es genügt also, die Differente des Restklassen- 
ringes nach p®' zu betrachten. Sei & so gewählt (Zahlbericht, Satz 29 und 30), daß & 
ganze Zahl, 


el =0(p), = 0(p?), 
wo p(x) Primfunktion mod p vom Grade f. Ersetzt man (für t>2) dies £ durch &*=£e,, 
wo e, das erste in der Zerlegung des Restklassenringes R mod p* auftretende Idempotent 
ist, so wird neben p(£*)=0(p), ==0(p?) sogar p,=(p, 9(&*)). Dann besteht eine Basis 
bezüglich der ganzen Zahlen mod pf aus &p(£&)’ mit u=0,1,...,f—1; v=0,1,...,1—1. 
Eine unabhängige h-Basis (Restklassen nach pf) ist gegeben durch 

(1) gr(&® mit =0,1,..,f—1; 90, 1,...,0—1. 

Denn (g(£),p)=p; also wegen (p)=p* im Restklassenring kommt, wenn man von 
Hauptidealen zu Elementen übergeht: p(£$)=pM(£), wo M(£) Einheit im Restklassen- 
ring, d.h. M(£)==0(p). Man kann also (wegen p=0) sukzessive &' durch niedrigere 
Potenzen ausdrücken, zuerst in M(£) und dann im Restklassenring; also ist (1) tatsäch- 
lich Basis. Die definierende Gleichung in bezug auf diese Basis wird 
F(x2)=g(x)’+pM (x), 
wo M(x) mod p nicht durch g(x) teilbar (Ö. Ore, Math. Ann. 96, S. 348), also 
M(£)==0(p). 
Die Basis ist aber auch unabhängig; denn aus 
al) +a, (Ed) PlE)++a,_ ld) PET = Op") 
folgt =0(p); damit a,(&)=0(p), also 
a,(2)=0(p); 

durch Wegdivision von p folgt sukzessive 

a,(2)=0(p), ...,a,_,(2)=0(p) 
und durch Wegdividieren von p dann 

a,()=0 (PR), ...,a,_,()=0(p?) 
usw. bis 

a) 0(P), ..-,a,_,(a)=0(P). 
Damit aber wird die Differente des Restklassenringes gegeben durch den Polynom- 
differentialquotienten F’(£) — es ist alles auf Ore, S. 345, $ 3 zurückgeführt. Aus: Ore, 
Satz 10 (vgl. Dedekind-Hensel) folgt, daß p= p” für jedes p genügt; weiter ergeben sich 
nach Ore die Supplementzahlen. 

Es gilt zugleich alles — durch Übergang zum Quotientenring — für Relativdif- 
ferenten, womit Ore, Math. Ann. 97, S. 594, $ 4 sich aus Ore, Math. Ann. 96 unmittelbar 
ergibt. Es kommen nur die Zusätze über die Ausdrückbarkeit der Differente des Ober- 
körpers als Produkt von Differente des Unterkörpers und Relativdifferente hinzu (vgl. 
Einleitung dieser Arbeit). 


Eingegangen 25. Oktober 1949. 








Ein gemeinsamer Beweis für den Jordanschen 
Kurvensatz und zwei damit zusammenhängende Sätze. 


Von @eorg Nöbeling in Erlangen. 


So oft man in Vorlesungen und Lehrbüchern den Jordanschen Kurvensatz benutzt, 
so selten beweist man ihn. Nun hat zwar v. Kerekjätrö die zahlreichen bekannten 
Beweise komprimiert zu einem nur drei Druckseiten umfassenden, elementaren und 
durchaus vorlesungsreifen Beweis!), der überdies den Vorzug besitzt, vom Standpunkt 
der modernen Topologie befriedigend zu sein. Jedoch benötigt man oft darüber hinaus 
auch die topologische Struktur der beiden Gebiete, in welche die einfach geschlossene 
Kurve die Ebene zerlegt, und allgemeiner die topologische Struktur eines von einem Kon- 
tinuun begrenzten Gebietes der Ebene?). Daher ist eine gewisse Vereinfachung und Ver- 
kürzung dieser Untersuchungen durch einen gemeinsamen Beweis der betreffenden Sätze 
vielleicht nicht überflüssig. Wir führen im folgenden einen solchen Beweis durch?®). 


Es erweist sich als nützlich, unseren Überlegungen die Gaußsche Ebene E der 
komplexen Zahlen einschließlich oo mit der in der Funktionentheorie üblichen Topologie 
zugrunde zu legen. Nur gelegentlich werden wir die Cartesische Ebene E heranziehen ; 


wir betrachten sie dann als die Teilmenge E — (oo) von B. 
Unter einem Kontinuum verstehen wir im folgenden eine nicht leere, abgeschlossene 


und zusammenhängende Teilmenge von E. Ein @ebiet ist eine offene, zusammenhängende 
Teilmenge von E; es heiße kontinuumbegrenzt, wenn seine Begrenzung @ = G@—-@ ein 
Kontinuum ist. Eine geschlossene bzw. einfach geschlossene Kurve in E ist ein eindeutiges, 
stetiges Bild bzw. ein topologisches Bild des Kreises). 


1) Acta Szeged 5, 56—59 (1930) (allerdings wird dort nicht bewiesen, daß die Kurve die Begrenzung 
der beiden Komplementärgebiete ist). Dieser Beweis verwendet keine Approximation der Kurve. Für Poly- 
gone wird der Satz vorausgesetzt. — Für weitere Beweise vgl. die Enzykl. d. math. Wiss., Bd. II, 3, S. 916 
und B.v. Kerekjärtö, Topologie I, Berlin 1923. 

2) Z.B.L. Bieberbach, Lehrbuch der Funktionentheorie, Leipzig 1930, S. 83—92. 

3) Wir behaupten nicht, daß unser Beweis in allen Einzelheiten in einer Vorlesung durchgeführt werden 
kann. Jedoch scheint uns der Gedankengang so klar zu sein, daß man wenigstens diesen angeben und je nach 
Wunsch mehr oder weniger ausführen kann. — Übrigens haben wir die im folgenden entwickelte Approxi- 
mation durch stückweise konvexe Kurven bereits für andere Zwecke verwendet [vgl.@. Nöbeling, Über die 
Hauptformel der ebenen Kinematik von L. A. Santalö und W. Blaschke, Math. Ann 120, 585—633 (1949); 
Eine allgemeine Fassung des Hauptsatzes der Funktionentheorie von Cauchy, Math. Ann. 121, 54—66 (1949)]. 

4) Ist M eine Punktmenge aus E ‚ so bezeichnen wir mit M ihre abgeschlossene Hülle in E und mit M® 
ihre Begrenzung M (EM). Das Zeichen C bedeutet: ist Teilnienge von (dabei ist die Gleichheit nicht aus- 
geschlossen). Sind A und B zwei Punktmengen, so ist A — B die Menge aller Punkte von A, die nicht Punkte 
von B sind (dabei wird nicht B A vorausgesetzt). Ein Kreis ist für uns stets eine Kreislinie. Eine Strecke 
ist stets abgeschlossen, falls nichts anderes gesagt ist. 
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Es handelt sich nun um folgende Sätze: 

Satz I. Ein kontinuumbegrenztes Gebiet @ der Ebene E ist homöomorph zur offenen 
Kreisscheibe. 

Satz II. Ist K eine einfach geschlossene Kurve der Ebene E, so ist E—K die Ver- 
einigung zweier fremden Gebiete, deren Begrenzung K ist (Jordanscher Kurvensatz). 

Satz III. Ist x, eine topologische Abbildung einer Kreislinie oder Strecke von E in E, 
so kann t, erweitert werden zu einer topologischen Abbildung von E auf sich (Antoinescher 
Erweiterungssatz)°)®). 

Es ist trivial und braucht nicht näher ausgeführt zu werden, wie diese Sätze zu 
modifizieren sind, wenn man statt der Gaußschen Ebene E nur die Cartesische Ebene 


EC E betrachtet. (Bezüglich des Satzes III sei hierzu bemerkt, daß, wenn der Punkt & 
nicht auf dem topologischen Kreis- bzw. Streckenbild liegt, die Erweiterung von r,, 
wie wir zeigen werden, so eingerichtet werden kann, daß der Punkt oo auf sich selbst 
abgebildet wird.) 


81. Über konvexe Hüllkurven. 


Es sei K eine beschränkte, abgeschlossene Menge der Ebene E. 

Mit D bezeichnen wir den um den Punkt oo verminderten Durchschnitt aller K 
enthaltenden, abgeschlossenen Halbebenen. Diese Menge D enthält X und ist be- 
schränkt, abgeschlossen und konvex’). 

Ist K linear, so ist D eine Strecke. 

Nun sei K nicht linear. Dann enthält K drei Punkte, die ein Dreieck aufspannen. 
Dieses Dreieck ist in D enthalten. Also ist der offene Kern D von D nicht leer. Es sei 9, 
ein Punkt von D. Wir machen p, zum Ursprung eines Polarkoordinatensystems 7,9 
der Cartesischen Ebene E. Auf jeder Halbgeraden g =g, gibt es, da D beschränkt 
und abgeschlossen ist und 9, in D liegt, einen Punkt (r(9,), 9%) von D mit größtem Ab- 
stand r(g,) von p, und dieser Punkt ist von 9, verschieden, also r(@,) > 0. Wegen der 
Konvexität von D liegt die Strecke mit den Endpunkten 9, und (r(9,), 9) ganz in D. 

Wir behaupten, daß die (eindeutige, positive, beschränkte) Funktion r(p) stetig ist. 
Es sei nämlich 9,, $; -.. eine Folge reeller Zahlen mit lim 9, = 9: Wäre 


lim r(p,) > r(g,); so könnte man einen Punkt (r(9,), 9,) (mit großem n) mit einem 
(nahe bei p, gelegenen) Punkt p, von D durch eine Gerade @ verbinden, der die Halbgerade 
9= 9, in einem Punkt (r,g9,) mit r > r(g,) schneidet; dieser Punkt liegt aber nicht 
in D nach Definition von r (9,), so daß also der Durchschnitt D@ keine Strecke wäre (denn 
die Punkte 9, und (r(p,), 9,) liegen in D, der zwischen ihnen liegende Punkt (r, g,) hin- 
gegen nicht), im Widerspruch zur Konvexität von D. Wäre lim r(p,)<r(9,), so könnte 
man den Punkt (r(9,), 9) mit einem (nahe bei p, gelegenen) Punkt von D durch eine 
Gerade @ verbinden, welche eine Halbgerade p =, (mit großem n) in einem Punkt 
(r,g,) mit r>r(p,) schneidet, so daß abermals DG@ nicht zusammenhängend wäre. 
Es gilt also lim r(p,) = r(9,); also ist r(p) stetig, wie behauptet wurde. 


5) Man spricht von einer Abbildung auf E bzw. in E, wenn die Bildmenge = E bzw. C E ist. 

6) L. Antoine, Journ. de Math. 4, 221—326 (1921); Fund. Math. 5, 265—287 (1924). — Der Satz III 
umfaßt den Satz II und sagt außerdem aus, daß die abgeschlossenen Hüllen der beiden Gebiete von E — K 
homöomorph zur abgeschlossenen Kreisscheibe sind. 

?) Eine Punktmenge DC E heißt konvex, wenn für je zwei Punkte aus D auch die Verbindungsstrecke 
in D enthalten ist. Eine einfache Kurve K (d.h. ein topologisches Bild der Strecke oder des Kreises) heißt 
konvex, wenn für jede Gerade @ der Durchschnitt K@ (leer oder) zusammenhängend oder genau zweipunktig 
ist. Ein Kontinuum X heißt stückweise konvex, wenn es darstellbar ist als Vereinigung endlich vieler 
(einfacher) konvexer Kurven, die zu je zwei höchstens Endpunkte gemein haben. 
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Daher ist die Menge /, bestehend aus dem Punkt p, und allen Purkten (r,) mit 
0<r<r(p),0 <p S2z ein (mit D identisches) Gebiet, die Menge A, bestehend aus 
dem Punkt oo und allen Punkten (r,g) mit r(p) <r <+m, 0 sp sS2z ein zu D 
fremdes Gebiet und die einfach geschlossene Kurve r=r(p), 0 sp S2r ist die 
Begrenzung IP = I — I von I, die Begrenzung 4° = A—A von Aunddie Begrenzung 
D’=D-—D von D. Im Hinblick auf die spätere Anwendung bezeichnen wir diese 
Kurve mit K,, schreiben X, statt I, “K, statt A und nennen 'K, das Innen- und °K, das 
Außengebiet von K,. In dieser Bezeichnungsweise ist also 


'K,=D; ‘KR=E—-D; K,='K!=*K! =D. 


Die Kurve X, ist konvex’). Denn ist die Gerade @ zu D fremd, so ist 
G@K,=G@D+@GK,=@(D+K)=@GD, wegen der Konvexität von D also G@K, 
zusammenhängend; ist aber @ zu D nicht fremd, so können wir den Punkt 9, auf @ 
wählen und dann besteht @K, aus zwei Punkten (r,,9,) und (r,,9,) mit 9, =M+. 
Wir nennen K, die konvexe Hüllkurve von K. Sie hat folgende Eigenschaften: 

1. Jeder Punkt von K, ist der Mittelpunkt einer Strecke derart, daß von den beiden 
halboffenen Strecken, in welche sie durch Tilgung des Mittelpunktes,. zerfällt, die eine 
in *K,, die andere in “X, liegt. Ist nämlich (r,, 9.) der Punkt, so ist eine solche Strecke 
z.B. enthalten in der Halbgeraden 9 = 99: 

2. Der Durchschnitt KK, enthält mindestens drei Punkte. Angenommen, dies 
wäre falsch. Dann existiert eine Gerade @’”’, welche den Durchschnitt XK, enthält. 
Es seien nun @ und @’ die beiden zu @” parallelen Geraden mit kleinstem Abstand von @’’ 
derart, daß K enthalten ist in dem abgeschlossenen Parallelstreifen P, der durch @ und @’ 
begrenzt wird. Sie existieren, da K beschränkt ist. Weil X nicht linear ist, fallen @ und @’ 
nicht beide mit @’’ zusammen; es sei etwa @ #@”’. Wegen der Abgeschlossenheit von X 
sind @ und @’ zu K nicht fremd. Insbesondere ist also @K nicht leer. Nun gilt KCD, 
also einerseits @KCD; aus @KC@CcE—P und DCP folgt anderseits GKCE—D. 
Mithin gilt @KC D® (wegen DP?= DE—D). Nun ist aber D’=K,. Also ist @KCK, 
und daher @K K, nicht leer. Dies steht im Widerspruch dazu, daß KK,C@’ und @ #@” ist. 

3. Jede Komponente®) von K,—K ist eine (offene) Strecke 7’. Es sei nämlich Z 
eine Komponente von X, — K. Wegen 2. ist L ein Bogen?), dessen Endpunkte e* und e** 
in K, liegen, und Z der offene Bogen L — ((e*) + (e**)). Es sei 7’ die offene Strecke mit 
den Endpunkten e* und e**. Angenommen, es wäre L + T. Dann ist Z nicht enthalten 
in der 7’ enthaltenden Geraden @’’. Wie beim Beweis von 2. wählen wir zwei Gerade @ 
und @. Die Bezeichnung von @ und @’ sei dabei so gewählt, daß auf derjenigen Seite 
von @”, auf welcher @ liegt, auch Punkte von Z liegen. Dann ist @ zum Bogen L’ = K,—L 
fremd; denn andernfalls hätte, da Z und 2’ beide die Endpunkte e* und e** haben und 
diese auf @” liegen, eine zu @” hinreichend benachbarte Parallele @”” zwischen@ und @” 
mit L und Z’ je mindestens einen Punkt p bzw. p’ gemein (da Z und L’ zusammenhängend 
sind); wegen der Konvexität von K) = L + L’ müßte also der Durchschnitt @”’’K, eine 
p und 9°’ enthaltende Strecke sein, im Widerspruch dazu, daß sich die beiden Punktepaare 
(?,p’) und (e*, e**) in K, trennen; also ist tatsächlich @ zu L’ fremd. Folglich ist 
GK,=6(L+12)=@GL+@GLl’=@L. Weil D im Parallelstreifen enthalten ist, ist 





8) Die Komponenten einer Punktmenge M sind die größten zusammenhängenden Teilmengen von M; 
sie sind paarweise fremd und M ist die Vereinigung ihrer Komponenten. — Jede Komponente einer offenen 


Teilmenge von E ist ein ‘Gebiet. 
®) Ein Bogen ist ein topologisches Bild einer Strecke. Ein offener Bogen entsteht aus einem Bogen 


durch Tilgung der Endpunkte. 
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GD=GD’=@K,. Also ist@D=@L. Da KCDgilt und KL leer ist nach Voraus- 
setzung, folgt, daß K leer ist. Dies ist aber falsch, wie beim Beweis von 2. festgestellt 
wurde. 

4. Ist K eine (einfach) geschlossene, konvexe Kurve und X, ihre konvexe Hüllkurve, 
so ist K = K,. Angenommen, es wäre Ä +K,. Dann gilt auch nicht K,CK; denn da 
K und K, einfach geschlossene Kurven sind, ist X,C K äquivalent mit X=K,. Also ist 
K,— K nicht leer. Es sei T eine Komponente von K,—K. Nach 3. ist 7 eine offene 
Strecke, deren Endpunkte e* und e** in X liegen. Da K, eine konvexe Kurve ist, ist ihr 
Durchschnitt mit der 7 enthaltenden Geraden @ eine (7 enthaltende) Strecke. Hieraus 
folgt, daß der Durchschnitt des offenen Bogens K, — T mit @ leer ist oder aus einem oder 
zwei halboffenen Strecken mit e* oder (bzw. und) e** als Endpunkt(en). Hieraus aber folgt, 
daß K,—T und folglich auch ganz K, enthalten ist in einer der beiden abgeschlossenen 
Halbebenen mit der Begrenzungsgeraden @; sie heiße H. Dann liegt aber auch das Innen- 
gebiet ‘Ä, =D von K,, folglich auch D=D+K, und daher wegen KCD auch Kin 
dieser Halbebene H. Nun ist 7 als Teilmenge von X, — K fremd zu K. Folglich ist der 
Durchschnitt K @ nicht zusammenhängend. Mithin besitzt die Menge K—@ mindestens 
zwei Komponenten Z und L’; diese sind offene Bogen, deren Endpunkte in @ liegen. Die 
Bogen selbst sind enthalten in der offenen Halbebene H—@. Jeder von ihnen hat mit einer 
zu @ hinreichend benachbarten Parallelen @ © H—@ mindestens zwei Punkte p und g bzw. 
p' und g’ gemein. Der Durchschnitt @’K besteht also aus mindestens vier Punkten. Er 
ist aber nicht zusammenhängend, da p und g von p’ und g’ in K getrennt werden durch @K. 
Dies widerspricht aber der Konvexität von K. 


82. Beweis des Satzes II in vier einfachen Fällen. 


Für diesen ganzen Paragraphen sei K eine einfach geschlossene Kurve. 

1. Fall: K ist ein beschränktes Polygon!%). K ist also darstellbar als Vereinigung 
endlich vieler Strecken (die zu je zwei höchstens einen Endpunkt gemein haben). 

Die Endpunkte dieser Strecken seien &9, €; &9; ---, E41, & = 9, numeriert in der 
Reihenfolge, wie man sie bei einer Durchlaufung von Ä passiert. Ist p ein nicht auf X 
liegender Punkt von E, so bezeichnen wir mit &,(p) den Winkel (e,_,pe,); er genügt der 
Ungleichung —r <a,(p) < + x (wir nehmen in der Ebene E den Umlaufssinn entgegen 
dem Uhrzeiger als positiv an). x,(p) ist eine stetige Funktion von p in der um die Strecke 
[e;-,, e;] verminderten Ebene E. Überschreitet p diese Strecke in einem von den End- 
punkten verschiedenen Punkt, so ändert sich a,(p) um + 2x (d.h. x,(p) verläßt das offene 
Intervall (—r,r) rechts und tritt links wieder ein oder umgekehrt). Die Summe 
u(P)+''+0a,(pP) =Alp) ist in jedem Punkt p von E-K gleich 29x, wobei 
g=g(p) eine ganze Zahl ist; denn Ä ist ein geschlossenes Polygon. In jeder Kom- 
ponente von E—K ist A(p) konstant. Hingegen ist A(p) nicht in E-—K konstant, da 
sich A(p) um + 2 ändert, wenn p die Strecke [e,-,,e,} überschreitet, während dabei 
alle andern Summanden von A(p) konstant bleiben. Folglich besteht E—K aus 
mindestens zwei Komponenten. 

Umgekehrt besteht E-—K aus höchstens zwei Komponenten. Zum Beweis zeichnen 
wir in jeder Ecke e, eine kurze Strecke H,, welche den Winkel (e,_,e,e,+,) halbiert und 





10) Ein Kontinuum X heißt ein Polygon, wenn es darstellbar ist als Vereinigung endlich vieler Strecken 
und Halbgeraden (einschließlich des Punktes ©). Treten dabei nur Strecken auf, so ist es beschränkt, andern- 


falls unbeschränkt. 


Journal für Mathematik. Bd. 188. Heft 1. 
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deren Mittelpunkt e, ist. Wir verbinden die Endpunkte der Strecken H,-, und H, durch 
zwei Strecken T; und 7”, die zu [e,-,,e,] fremd sind. Die abgeschlossene Vierecksfläche 
mit den Seiten H,_,,H,, T; und 7’ heiße V,. Dann besteht die Menge V, — [e,-,; &] 
aus genau zwei Komponenten V; und V/; (abgeschlossene Vierecksflächen, vermindert um 


. . Y. .. . . 14 „ ’ ’ “ 
eine Seite). Wir wählen die Bezeichnung von V; und V,, so, daß V,-, und V, zueinander 


nicht fremd sind und ebenso V’;_, und V’. Wenn wir die Strecken H,,..., H, hinrei- 
.. . r . r ’ ’ 

chend kurz wählen, sind V; und V’; fremd zu K. Die Mengen V’=V, ++ V, und 

V’"=V/ +:::+Y;, sind zusammenhängend. Jede dieser Mengen liegt also in eine 


Komponente A’ bzw. K’ von E—K. Nun liegt jeder zu ÄX hinreichend benachbarte 
Punkt von E—K in V’+ V”. Außerdem ist die Begrenzung jeder Komponente von 
E—K eine Teilmenge von K, so daß also in jeder Komponente von E—-KmK beliebig 
benachbarte, also in V’ + V’ enthaltene Punkte existieren. Folglich ist jede Komponente 
vonE—K gleich K’ oder K’”’. Also hat E — K höchstens zwei Komponenten. — Aus 
V'CK’ und V"”CK” folgt noch, daß K in der Begrenzung von K’ bzw. K” enthalten 
und daher gleich dieser Begrenzung ist. 

2. Fall: X ist ein nicht beschränktes Polygon, d.h. K ist darstellbar als Vereinigung 
endlich vieler Strecken und zweier Halbgeraden (einschließlich des Punktes oo); die 
Strecken und Halbgeraden mögen paarweise höchstens einen Endpunkt gemein haben. 

Bezeichnen wir für jedes natürliche n mit V,, das abgeschlossene Quadrat 


—n SR) Sn, -n Sy) Sn, 


so haben für fast alle n, etwa für n >n,, die beiden Halbgeraden mit der Begrenzung V? 
von V, je genau einen Punkt 9, bzw. q, gemein, während alle Strecken im Inneren 
von V, liegen. Wir bezeichnen nun für n >2n, mit K, dasjenige einfach geschlossene 
Polygon, das entsteht, wenn wir aus K die außerhalb von V,, liegenden Teile der Halb- 
geraden (einschließlich 00) weglassen und durch einen der beiden Teilbogen von V® mit 
den Endpunkten p, und g, ersetzen. Anwendung des Satzes II auf X, gemäß 1. und 
Grenzübergang n— + 00 liefert mühelos die Richtigkeit des Satzes II für K. 

3. Fall: K ist darstellbar als Vereinigung eines Punktes 2, + oo und einer gegen z, 
konvergenten Folge von z, nicht enthaltenden Strecken, die paarweise höchstens einen 
Endpunkt gemein haben. 

Einen der Streckenendpunkte bezeichnen wir mit e,. Dann ist X die Vereinigung 
der beiden Teilbogen mit den Endpunkten e, und z,. Wir durchlaufen jeden dieser beiden 
Teilbogen von e, nach z, und bezeichnen in der Reihenfolge, wie wir sie passieren, die 
Streckenendpunkte auf dem einen Bogen mit e,,e,... und auf dem anderen mit 
e-1,&_9,.... Wir definieren a,(p) wie in 1. Nun verbinden wir für jedes natürliche n 
die Punkte e_, und e, durch eine Strecke T, und bezeichnen mit ß,(p) den Winkel (e,pe_,) 


für jeden nicht auf 7‘, liegenden Punkt 9. Für jeden Punkt p von E—K definieren wir 
nun A(p) durch A(p) = limy,(p) mit y,(p) = ß,(p) + & xp) ; die Existenz dieses 
. —1n+ 


Limes folgt daraus, daß für n’ > n die Differenz y,.(p) — y„(p) gleich der Summe der 
Winkel (en Pen+1); r. (ev-ıPE); (ev Pe- „); (e-„; p,e- w+1); ee, (e-„-ıPe-,): (e-„Ppe,) ist, 
also für hinreichend großes n verschwindet, weil dann das zugehörige geschlossene (i.a. 
nicht einfach geschlossene) Polygon (e,,.. ., &y, &- ar + - „@-„, €,) in einer beliebig kleinen 
Kreisscheibe um 2, enthalten ist und p nicht in dieser Kreisscheibe liegt. Nun kann man die 
Überlegungen des Falles 1. wiederholen. 

4. Fall: K ist darstellbar als Vereinigung eines Punktes 2, + 00, einer gegen 2, kon- 
vergenten Folge von z, nicht enthaltenden Strecken und von zwei Halbgeraden (einschließ- 
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lich 0); die Strecken und Halbgeraden mögen paarweise höchstens einen Endpunkt 
gemeinsam haben. 


Diesen Fall kann man mittels der im Fall 2. angewandten Methode zurückführen 
auf den Fall 3. 


8 3. Beweis des Satzes 1. 


Wir beweisen etwas allgemeiner den folgenden 

SatzIa. Ist K+E ein Kontinuum der Ebene E, so ist jede Komponente @ der Menge 
E—K zur offenen Kreisscheibe homöomorph. 

Beweis. Indem wir nötigenfalls eine Transformation der Gestalt 2’ = (z— 2,)"! 
durchführen, wobei z, ein beliebiger Punkt von Z-- K ist, können wir scfort annehmen, 
daß K beschränkt ist. Wir unterscheiden zwei Fälle, die wir nebeneinander behandeln: 

FallA: @ ist nicht beschränkt, 

FallB: @ ist beschränkt. 

Wir werden eine topologische Abbildung r der offenen Kreisscheibe @' = [Jz|< 1] 
auf @ schrittweise aufbauen mittels einer Folge von geschlossenen, stückweise konvexen’) 
Näherungskurven K,c@ der Begrenzung @ — @-—@ von G. Kurz und anschaulich 
gesprochen, entstehen diese Kurven X, folgendermaßen Im FallA umspannen wir K 
durch eine straffe Gummischnur; sie bildet die konvexe Hüllkurve X, von K und liegt 
in @; ihr Außengebiet @, ist in @ enthalten. Im Fall B befestigen wir an drei nicht in einer 
Geraden liegenden Punkten von @’C K eine geschlossene straffe Gummischnur derart, 
daß sie ein Dreieck K, TC @ bildet, dessen Innengebiet @, in @ enthalten ist. Liegt die Schnur 
nicht überall auf dem Kontinuum Ä auf, so tritt auf der Schnur mindestens ein gerad- 
liniges Stück 7, auf, dessen Endpunkte auf X liegen; es schneidet von @ ein Gebiet Z, 
ab. Mit einem solchen Stück 7’, machen wir nun folgendes. Wir drücken den Mittelpunkt 
m, von T', senkrecht zu 7, in das Gebiet Z, hinein, bis er auf einen Punkt y, von X zu 
liegen kommt. Dadurch bewegen sich auch alle anderen Punkte von 7’, in Z, hinein. Wir 
lassen sie jedoch höchstens soweit sich bewegen, bis sie auf X liegen. In der so erreichten 
neuen Lage bildet die Schnur eine stückweise konvexe Kurve X,. Treten jetzt wieder 
geradlinige Stücke auf, so verfahren wir mit einem von ihnen, 7',, wie mit 7’, und erhalten 
so K,, usw. Die Abbildung 7 wird nun zunächst für die abgeschlossene Hülle 6, von @, defi- 
niert und dann nacheinander für n = 1,2,... auf der von 7‘, überstrichenen Menge. 
Dadurch ist dann r für die Menge @ definiert. —Wir gehen nun an die Ausführung dieser 
Skizze. 

Ist X ein Punkt oder linear, so ist der Satz Ia trivial. Es sei also K weder ein 
Punkt noch linear. 


Liegt der Fall A vor, so sei K, die konvexe Hüllkurve von X und @, das (zu @ nicht 
fremde, also in @ enthaltene) Außengebiet “X, von X, ($1). Im FallB definieren wir X, 
folgendermaßen. Zunächst sei X, eine Dreieckskurve, deren Innengebiet @, in @ enthalten 
ist. Indem wir K, geeignet wählen (siehe S. 39), können wir sofort annehmen, daß auf 
K, (mindestens) drei Punkte von Ä liegen, die aber nicht alle auf einer und derselben 
Seite von K, gelegen sind. Diese drei Punkte spannen eine Dreieckskurve K, auf, deren 
Innengebiet @, in @ enthalten ist und deren Ecken in K liegen, 


Ist @K, leer, so ist K, in @®, also in K enthalten und@ =@,. Dann ist die Behaup- 
tung des Satzes Ia wieder trivial, 
4* 
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Nun sei @K, nicht leer. Dann ist jede Komponente von @K, = K,—K eine offene 
Strecke T mit den Endpunkten in X ($ 1, 3). Wir numerieren diese offenen Strecken mittels 
ungerader Indizes: 7, 75, . . .%). 

Damit ist für n = 1 die folgende Induktionsvoraussetzung erfüllt: 

Für irgendein natürliches n ist K, eine geschlossene, stückweise konvexe’) Kurve 
mit folgenden Eigenschaften: 

(1) K,c@, 

(2) @K, ist leer (also K„CG@®) oder jede Komponente von @K,, ist eine offene 

Strecke (mit den Endpunkten in K);. diese endlich oder abzählbar un- 
endlich vielen offenen Strecken sind numeriert: 7',, wobei die Indizes v 
ganze Zahlen >n und nicht durch 2” teilbar sind }); 


weiter sei @, ein Gebiet CE— K, mit folgenden Eigenschaften: 


(3) 0,c0,C8, 
(4) für jede Strecke T', liegt genau eines der beiden Ufer in @,, 
(5) M=K, 


(6) zu jedem Punkt z von K,, existiert eine Strecke, die z als Endpunkt hat; 
und, abgesehen von z, ganz in @, enthalten ist. 
Soweit die Induktionsvoraussetzung. 


Hat keine der offenen Strecken T7',, von denen in (2) die Rede ist, den Index », so 
setzen wir K,„,,=K, und G,41 = @,: 

Nun trete T', auf. Die Endpunkte von T', seien ef und e**. Es sei m ein beliebiger 
Punkt von 7’, und Z diejenige zu 7’, senkrechte Halbgerade mit dem Endpunkt m, deren 
zu m hinreichend benachbarten Punkte nicht in @, liegen; nach (4) gibt es eine und nur 
eine solche Halbgerade L. 

Angenommen nun, KL wäre leer. Es liege zunächst der Fall A vor. Dann ist @, das 
Außengebiet der konvexen Hüllkurve K, von K. Folglich enthält @, alle von m hinrei- 
chend weit entfernten Punkte von E. Nach (3) gilt dasselbe für@,. Da Z eine Halbgerade 
ist, so ist also @,Z nicht leer. Es sei p ein Punkt von @,L. Da @, ein Gebiet ist, können 
wir p mit m verbinden durch einen Streckenzug Z, der bis auf den Punkt p ganz in @, liegt. 
Es sei (m, p) die offene Strecke mit den Endpunkten m und p. Dann enthält die Menge 
Z + (m,p) ein einfach geschlossenes Polygon P, auf welchem der Punkt m liegt. Dann 
hat 7, mit P nur den Punkt m gemein und von den beiden Komponenten (halboffene 
Strecken) von 7’, — (m) liegt eine im Innengebiet H!, die andere im Außengebiet H2 von 
P (diese existieren nach $ 2, 1). Insbesondere liegt also eX in H! und e** in H? oder um- 
gekehrt. Also sind die Mengen H'YK und H?K nicht leer. Außerdem sind sie in K 
offen und fremd und es ist HK + HK=K,da PzuK fremd ist. Dies widerspricht 
aber dem Zusammenhang von K. — Liegt der Fall B vor, so würde aus KL = 0 folgen, 
daß die ganze Halbgerade Z in @ enthalten ist, also @ nicht beschränkt ist, während doch 
der FallB gerade darin besteht, daß @ beschränkt ist. — Also ist KL nicht leer, wie be- 
hauptet wurde. 


Es sei g = q(m) der m am nächsten gelegene Punkt von KL. Dann ist die offene 
Strecke (m, g) nicht nur zu K, sondern auch zu K,+@,=@, fremd. Denn hätte (m, q) 








11) Es brauchen nicht alle ungeraden Zahlen bzw. in (2) nicht alle Zahlen == 0 (mod 2%*) als Indizes auf- 
zutreten, auch nicht alle solche Zahlen unterhalb einer festen Zahl. Diese spezielle Indexwahl hat nur den 
Zweck, daß für weitere offene Strecken 7 Indizes zur Verfügung bleiben. 
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mit K„+ @, einen Punkt r gemein, so gäbe es in @, einen Punkt 9’ in beliebiger Nähe von 
r derart, daß die Strecke (m, p’) zu K fremd ist (denn die abgeschlossene Strecke [m, r] 
hat von K einen positiven Abstand). Wir verbinden nun 9’ mit m wie vorhin durch einen 
Streckenzug Z’ und kommen durch analoge Schlüsse wie vorhin im Falle A jetzt in beiden 
Fällen zu einem Widerspruch. 

Zusammenfassend können wir also feststellen: 


(7) Die offene Strecke (m, g), wobei m ein beliebiger Punkt von 7’, ist und 
q = q(m) in K liegt, ist senkrecht zu 7',, in @ enthalten undzuK + K,+@, 

fremd. 
Nun sei m, der Mittelpunkt von 7’, und g, = q(m,) der zugehörige Punkt von K. 
Wir bezeichnen mit A% und A%* die offene Dreiecksfläche mit den Ecken ef, m,, q, bzw. e**, 
My; 4u: Ist K zu A* fremd, so sei H% die Strecke [ef, q,]; ist hingegen KA% nicht leer, so 
sei H* der Durchschnitt der konvexen Hüllkurve von A}K mit A% + (ef) + (4,); in 
beiden Fällen ist 4% ein konvexer Bogen C Ar mit den Endpunkten ef und g,. Analog 
sei H%* definiert. Mit der abgeschlossenen Strecke [m,, q,] und folglich auch miteinander 
haben H* und H%* nur den Punkt q, gemein. Da T', als Teilmenge von @ zu K fremd ist, 
ist 7, auch fremd zu H* + H**. Außerdem ist der Bogen H + H%* enthalten in der 
gleichschenkligen Dreiecksfläche A, = A* + A** mit der Basis 7’, und der Spitze gq, und 
hat mit der zu 7‘, senkrechten Geraden durch jeden Punkt m von T', genau einen Punkt 
r = r(m) gemein, der in der halboffenen Strecke (m,q] = (m,g) + (q) liegt. Wir setzen 


v we 
ne, (m,r)=Z 


wobei (m, r) die offene Strecke mit den Endpunkten m und r = r(m) ist. Dar = r(m) von 
m stetig abhängt (vgl. den Beweis der Stetigkeit von r(p) auf S. 23), ist Z, ein Gebiet, 
und zwar ist Z, eine krummlinige offene Dreiecksfläche, deren ‚‚Seiten‘‘ die Strecke T, CK, 
und die beiden Konvexbogen H* und H#** sind; die ‚„‚Ecken“ ef, e$* und g, von Z, sind 
die gleichen wie die des Dreiecks A,; die offene ‚Höhe‘ (m,,g,) von Z, (und A,) ist in Z, 
enthalten. Wegen r € (m, g] und (7) ist Z, fremd zuX + K,+@, und in A, enthalten. - 

H, sei der größte offene Teilbogen des Bogens H* + H**, also die Menge aller Punkte 
r=r(m) mit m€T,,; seine Endpunkte sind identisch mit den Endpunkten e* und e** 
der offenen Strecke T7',,; er ist fremd zu @,. Wegen H,„C Z,CA, gilt Z,+ H, CA,. 
Die Begrenzung von Z, ist die einfach geschlossene Kurve 7, + (eX) + (eX*) + H,. 

Wir setzen nun 

(8) (RK, T)+ Hu = Kaı 
und 

(9) G+T,+2Z,= Gr: 

Die Komponenten der Menge H,@ = (K,.ı— K,)@, also die Komponenten der 
Mengen H* — K und H** — K, soweit diese Mengen nicht leer sind, sind offene Strecken 
T mit den Endpunkten in K ($1,3). Wir numerieren diese offenen Strecken 7 mittels 
unterer Indizes v, die = 0 (mod %*), aber & 0 (mod 2"*') sind!t). 

Man bestätigt mühelos, daß die so definierten geschlossenen, stückweise konvexen 
Kurven’) K,„;,, das Gebiet @,,, und die offenen Strecken T', die Eigenschaften (1) bis (6) 
mit n + 1 statt n haben und daß außerdem gilt: 


(10) die sämtlichen Strecken (m,„,g,) und T sind paarweise fremd; 


(11) ist »=0 (mod 2"), aber & 0 (mod 2"*'), so ist T,in H* oder H** enthalten 
(falls 7, überhaupt existiert). 
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Wir behaupten schließlich noch: 
(12) ++: =4. 


Wegen (3) ist @, + @, + ::-C@. Angenommen nun, (12) wäre falsch. Dann enthält also 
@ einen Punkt g, der nicht in @, +@, + :: liegt. Da @ ein Gebiet ist und @, enthält, 
können wir g mit einem Punkt g, von @, durch einen einfachen Streckenzug ZC @ ver- 
binden. Wir durchlaufen Z von g, nach g. Der letzte Punkt 2, von Z, der in @, liegt, ist 
wegen (5) und weil y nicht in @, liegt, ein Punkt von X, , also, weil ZC@ gilt, ein Punkt 
von @K, und liegt daher wegen (2) auf einer offenen Strecke T „CK, mit ungeradem In- 
dex n,. Nach (9) liegt p, in @,, . ,, ist also von g verschieden. Der letzte auf p, folgende 
Punkt p, von Z, der in @, .ı liegt, liegt auf einer offenen Strecke T,,CH,* oderC Hy*, 
deren Index n,= 0 (mod 2"), aber == 0 (mod 2": * ') ist (Beweis analog wie für p,). So fahren 
wir fort. Auf diese Weise erhalten wir eine Folge p,, ?,,... von Punkten von Z, die bei 
der Durchlaufung von Z mit wachsendem Index passiert werden. Der Punkt », liegt 
auf der offenen Strecke 7',, CH}, , bzw. CH** ; der Index n, ist = 0 (mod 2"'-:) aber 
= (0) (mod 2"-:*!), so daßalso n, <n, <n, < ist. Die Folge p,, ?,; . - . konvergiert 
gegen einen Punkt p von Z. Nach (10) sind die 7',, paarweise fremd. Hieraus 
lim p, = p, der Tatsache, daß die Endpunkte der Strecken 7',, in K liegen nach (2) 
während p von K einen positiven Abstand hat, folgt, daß der lim T',, eine Strecke T 
durch p enthält, deren Endpunkte in K liegen. Ist also A > 0 die Länge von T,, A, die 
Länge von T',,, so gilt also lim A, 2A > 0. Nun ist die offene Strecke (m,,, 9,,) fremd 
zu T,, für alle j nach (10). Außerdem ist m,, der Mittelpunkt der Strecke 7',, und 
(m,,; 9n,) senkrecht zu T',, nach (9). Hieraus und aus lim 7',, 2 T folgt, daß die Längen y, 
der Strecken (m,,, 9,,) gegen Null konvergieren. Da 7,,C H,,_, oder TC H%*, gilt 


nach (11), liegt 7, entweder im Dreiecke BE. oder im Dreieck a _ Also ist 


Ks = + u5. Dies ist aber unverträglich mit lim 4,>4> 0 und lim a, = 0. Da- 
mit ist (12) bewiesen. 

Nun wollen wir die gesuchte topologische Abbildung r der offenen Kreisscheibe 
@' = [|z| < 1], deren Peripherie wir mit $ bezeichnen, auf das Gebiet @ konstruieren 2). 


Es sei 0 ein Punkt des Innengebietes ‘K, der konvexen, einfach geschlossenen 
Kurve X,. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir annehmen, daß 0 der 
Punkt z = 0 ist (andernfalls Parallelverschiebung!). Indem wir die Maßeinheit geeignet 


wählen, können wir außerdem @’C'K, annehmen. 


Ist @ speziell das Außengebiet *K, von K, (dies kann nur im Fall A eintreten) oder 
das Innengebiet ‘X, von K, (dies ist nur im Fall B möglich), so können wir ein r sofort 
angeben. Schreiben wir nämlich X, in der Gestalt r = r(p), wobei r(p) eine eindeutige, 


stetige, positive Funktion ist (vgl. $1), so ordnen wir jedem Punkt 2’ = re‘? von @’ 
r 


rg) ZU. Dann ist r eine topologische Ab- 


den Punkt r(z’) = oe? mit o = n bzw.o = 
bildung von @' auf G@ und wir sind fertig. 

Nun sei @ (im Falle A) nicht das Außengebiet “X, von K,, also @ eine echte Ober- 
menge von °K,, bzw. es sei @ (im Falle B) nicht das Innengebiet 'K, von K,, also @ eine 
echte Obermenge von 'K,. Dann konstruieren wir die Abbildung 7 schrittweise folgender- 
maßen. 


12) Wir bezeichnen stets, wenn M’ eine beliebige Teilmenge der von dem Kreise 8 = [|z)=1] begrenzten 
abgeschlossenen Kreisscheibe @ ist, mit M das Bild r (M’) von M. (Damit steht nicht im Widerspruch, daß 
- wir 8 statt K’ schreiben, denn es gilt i. a. nicht r ($S) = K, sondern nur r (8) K.) 
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Für jedes p, für welches der Punkt r(p) €” im Durchschnitt K K, liegt, ordnen 
wir dem Punkt e'? von 8 den Punkt r(p) e'? von K, als r-Bild zu. Jede Komponente von 
K,—-KK,=G@K, ist nach $.28 eine offene Strecke T',, deren Endpunkte in KK, 
liegen. Diesen Endpunkten e* und e** sind bereits gewisse Punkte 7-!(e*) und r7!(e**) 
als r-Bilder zugeordnet. Hieran stetig anschließend, bilden wir die offene Sehne von 8 
mit den Endpunkten r-!(e*) und r-!(e**) ähnlich auf die offene Strecke 7‘, ab; wir be- 
zeichnen die Sehne mit T,. Damit ist eine topologische Abbildung einer geschlossenen 
konvexen Kurve X, , die sich aus Punkten von $8 und offenen Sehnen von $ zusammen- 
setzt, auf die Kurve X, definiert ; das Urbild jedes Punktes von X K, ist ein Punkt von X} 8 
und das Urbild jeder offenen Strecke 7',C K, (also jeder Komponente von K,—KK,=@K,) 
ist eine offene Sehne T’ von 8, die auf 7, ähnlich abgebildet ist. Es ist nun wegen 
der Konvexität von K, und X; leicht, die Abbildung 7 zu erweitern zu einer topo- 
logischen Abbildung. r der abgeschlossenen Hülle & =G@ + K; des Innengebietes 
@G, von K; auf die abgeschlossene Hülle @, =@, + K, im Falle A des Außen-, im Falle B 
des Innengebietes @G, von K,. Beispielsweise folgendermaßen: Es sei z, ein fester Punkt 
von @&. Wegen G,°C@' CK, liegt z, auch im Innengebiet 'X, von K,. Ist also z ein 
beliebiger Punkt von @,, so hat die Halbgerade durch z, deren Anfangspunkt z,, ist, mit 
K, genau einen Punkt 2, =z,(z) gemein. Auf der Verbindungsstrecke von 2, und 
z = r!(z)€ Ki wählen wir z’ so, daß 

2 — 21:21 — 20 = Izı — 20|: |2’ — 2,| im Fall A 

2— 2]: 21 — 20| = |?’ — 2]: |2ı — 20] im Fall B 
ist. Diesem Punkt 2’ ordnen wir z als Bild r(z’) zu. (Im Fall A ist das Bild 2, = r (z)) 
von z, der Punkt oo, im Fall B der Punkt z, selbst.) 

Durch die hiermit konstruierte geschlossene konvexe Kurve X} und topologische 
Abbildung r von @ auf @, ist für n =1 die folgende Induktionsvoraussetzung erfüllt: 

n ist eine natürliche Zahl; K 4 ist eine geschlossene, konvexe Kurve, die in der ab- 
geschlossenen Kreisscheibe @’ = [z2| 1] enthalten ist; @'K,, ist leer (also A, —=S) dann 
und nur dann, wenn @K „leer (also K, =@) ist; ist @’ K', nicht leer, so ist jede Komponente 
von @’ K,, eine offene Sehne 7’, von 8, wobei dieselben Indizes » wie bei den Komponenten 
T, von @K, auftreten (vgl. (2)); weiter ist r eine eindeutige, stetige Abbildung der ab- 
geschlossenen Hülle @, des Innengebietes @, von K), auf G,, welche @,, topologisch auf 
@G, und K',, eindeutig und stetig auf X, abbildet ; esgilt !(KK,) = SK,; T/ wird durch r 
ähnlich auf 7‘, abgebildet für jedes auftretende »; K,, ist eine Summe endlich vieler Bogen, 
auf denen r topologisch ist; das Bild r(.R’) jeder Strecke R’, welche einen Punkt 2’ von K', 
mit einem Punkt z, von @\ verbindet, ist ein (doppelpunktfreies) Polygon. 

Wir wollen diese Induktionsvoraussetzung für n + 1 erfüllen durch Fortsetzung 
der Abbildung r; dabei soll außerdem die Bedingung 

(13) Cr 
erfüllt sein. 

Ist X„,, = K,„ (und daher @,;, = @,), so setzen wir X, ,, = Ä,, und sind fertig. 
(Es ist X,,ı = Ä„ dann und nur dann, wenn T', nicht existiert.) 

Nun sei X„,ı #K,„. Dann existieren also 7,C K, und 7, CK). Wir bezeichnen 
mit A’, diejenige der beiden Komponenten von @'— T/, (also denjenigen der beiden 
Kreisabschnitte, in welche die offene Kreisscheibe G’ durch Tilgung der Sehne 7, =r-!(7,) 
zerfällt), welche zu @/, fremd ist, und mit B/, den größten, offenen, in 4/, — 4/, enthaltenen 
Kreisbogen (also B, = A,— (4, + T})). Wir bilden auf jeden Punkt z von Z, + H, 
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(vgl. S. 29) einen Punkt 2’ von A, + B}, folgendermaßen ab: Es sei zunächst g ein 
Punkt von H„K und m derjenige Punkt von 7',, für welchen qg = q(m) ist (vgl. S. 28). 
Auf m ist wegen m€ T„C K,, bereits ein Punkt m’ von K/, abgebildet. Dieser Punkt m’ 
liegt auf der Kreissehne 7',. Wir errichten auf 7”, in m’ die senkrechte, offene Strecke C 4A}, 
deren zweiter Endpunkt g’ auf $ liegt. Diesem Punkt g’ ordnen wir q als Bild (g’) zu. 
Hiermit haben insbesondere die Endpunkte e* und e** jeder Komponente 7’ von 
H,„—H,K=@GH,„, da sie nach (2) in H,K liegen, bereits die Urbilder e*’ und e**' 
Hieran stetig anschließend, bilden wir die offene Kreissehne 7, mit den Endpunkten e*' 
und e** ähnlich auf T, ab. Damit ist auf den offenen Bogen H, ein kon- 
vexer Bogen H/C A, + B, = A,— T,, mit den Endpunkten e*' und e**’ abgebildet, 
der sich aus Punkten der u eng und Sehnen von S zusammensetzt. Wir 
setzen (K,—T/,)+H,=K,,.,. Dann ist K/,, eine K’, umfassende, geschlossene kon- 
vexe Kurve C@,. — Ist schließlich z ein beliebiger Punkt von Z,;, so liegt er auf einer 
Strecke (m, r) mit m€ T,und r€ H,, (vgl. S. 29). Auf m und r sind bereits Punkte m’ 
und r’ abgebildet. Hieran stetig anschließend, bilden wir die offene Strecke (m’,r’) 
ähnlich auf die offene Strecke (m, r) C A, ab. — Damit ist die as EEE 
für n + 1 und außerden: (13) erfüllt. 

Da der zum Mittelpunkt m, der offenen Strecke 7’, gehörige Punkt g, = q(m,) in 
H „K liegt (S. 28), ist dieser Punkt q„ als Bild zugeordnet dem Mittelpunkt g, des Kreis- 
bogens C $ mit den Endpunkten e* und e**, der in der Begrenzung des Kreisabschnittes 
A, enthalten ist. Da der Bogen H,, mit den Endpunkten e* und e** konvex ist und g, 


auf ihm liegt, ist das Innengebiet A, des gleichschenkligen Dreiecks A, mit der Grund- 


linie 7, und der Spitze g,, in @,,, enthalten. Dies gilt für jedes n—1,2,.... Hier- 
aus folgt: 
(14) ++: =. 


Denn wegen @,C@' ist einerseits @| +@, + ::-:C@. Angenommen, die Menge 
’ .. . .. ” ” ” 

@—(@G, +@ + :-:) wäre nicht leer. Dann enthält sie eine der beiden Komponenten 

von @' — T’, sie heiße A, wobe‘ T’ eine Sehne von S und der Limes einer Folge von offenen 


Sehnen 7, CK, ist-(da jedes K),C@' konvex ist und im abgeschlossenen Innengebiet 
@,., von X, ‚ liegt und da jede Komponente von @’ K/, eine offene Sehne T” ist). Für 
hinreichend großes n ist aber A zur Dreiecksfläche N, nicht fremd, also, weil A C 5 G,, £: 
gilt, zu@; +@,; + --- nicht fremd. Dies ist ein Widerspruch. Also gilt (14). 


Diese Überlegungen ergeben noch für die Durchmesser ö(4,,) der A), 

(15) lim 6(4,) = 0. 

Hiernach ist die Abbildung r auf ganz @’ definiert, und zwar ist sie auf @’ topo- 
logisch, weil r nach der für jedes n gültigen Induktionsvoraussetzung auf jeder Menge 
G/, topologisch ist, jedes @/, offen ist und (13) gilt. Da nach der Induktionsvoraussetzung 
weiter 7(G@,) =@., ist und da (12) und (13) gelten, ist 7(@’)—=@. Damit ist also die Kompo- 
nente @ von E—K dargestellt als topologisches Bild der offenen Kreisscheibe @’ und 
folglich der Satz Ia und um so mehr der Satz I bewiesen. 


84. Eine Zwischenuntersuchung. 


Satz Ib. Ist das Kontinuum K des Satzes la lokal zusammenhängend?), so kann die 
im $ 3 konstruierte topologische Abbildung r der offenen Kreisscheibe @' = [|z| < 1] auf @ 


13) Eine Punktmenge M ( E heißt lokal zusammenhängend, wenn für jeden Punkt p von M und jede 
Umgebung U von M eine Umgebung VC U von p existiert, für welche M V zusammenhängend ist. 
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fortgeseizt werden zu einer eindeutigen, stetigen Abbildung der abgeschlossenen Kreisscheibe 

@’ auf @, welche die Peripherie @' — @' auf die Begrenzung @ — @ von @ abbildet*). 
Beweis. O.B.d. A. können wir wieder X als beschränkt annehmen (vgl. S. 27). 

Zunächst behaupten wir über die Durchmesser ö(7,,) der offenen Strecken 7: 


(16) lim &(7,) = 0. 


Angenommen, dies wäre falsch. Dann gibt es eine Folge {n,} natürlicher Zahlen 
mit Rn, <n, <: derart, daß lim ö(7',,) = existiert und A > 0 ist und daß außer- 
dem die Folge {T',} gegen eine Strecke 7’ (der Länge A) konvergiert. Die Folge {m,,} der 
Mittelpunkte m,, der Strecken T',, konvergiert dann gegen den Mittelpunkt m von 7 und 
die Längen ö(m,, , q,,) der offenen Strecken (m,, , q,,) konvergieren gegen 0, da (m,,, q,,) 
senkrecht zu 7',, und fremd zu T',, ist für alle © bzw. i und j nach (10). Wegen q,€K 
gilt dann auch m = lim q,, € X. Nun seien Z, und Z, die beiden zu T’ senkrechten Geraden 


mit dem Abstand z von m und U der offene Parallelstreifen zwischen L, und L,. Weiter 


sei V eine Umgebung von m, für welche der Durchschnitt X V zusammenhängend ist. 
Für jedes hinreichend große i, etwa für i > i,, hat dann 7‘, mit ZL, und Z, nichtleere 
Durchschnitte uud liegen m,, und q,, in der Umgebung V von m. Nun seien h,j und k 
drei verschiedene Zahlen > i,. Dann werden von den drei offenen Strecken UT, ; 
UT,,und UT,, zwei durch die dritte in U getrennt, etwa UT,, und UT, durch UT,,,, 
da T7',,, 7T,,und 7, paarweise fremd sind nach (10). Wegen m,, € UT, undm, E UT,» 
weil außerdem die offenen Strecken (m,, ‚ 9,,) und (m,, , 9,,) nach (10) zu T',, freind sind 
und die Punkte q,, und q,, in X, also nicht in T,,C K,,— KK,,liegen, werden also auch 
die Punkte q,, und q,, in U durch UT, getrennt. Da T,,zu K fremd und KV zusammen- 
hängend ist und die Punkte g,, und g,, enthält, so ist V keine Teilınenge von U. Damit 
ist bewiesen: die Umgebung U von m enthält keine Umgebung V von m, für welche der 
Durchschnitt X V zusammenhängend ist. Also ist Ä nicht lokal zusammenhängend, im 
Widerspruch zur Voraussetzung. 

Nun sei A, = r(4)); dann ist A, die zu @, fremde der beiden Komponenten von 
G@—T, (weil A}, als die zu @), fremde der beiden Komponenten von @’ — T/, definiert ist, 
t topologisch ist auf @’ mit r(@’) = @ und x(7,) = T,, gilt). Wir behaupten: 

(17) lim 6(A,) = 0. 


Es sei d, eine Zahl mit 0 <3d, < d(@G,) <-+00. Angenommen, (17) wäre falsch. Dann 
existiert also eine Folge {n,} natürlicher Zahlen mit n, <n,< ---undein d,> Oderart, daß 
lim ö(4,,)S + oo existiert und >4d, st. In der Begrenzung von A4,, ist die offene StreckeT',, 
enthalten. Wegen (16) und weil die Endpunkte &}, und e}* von T',, in K liegen, können wir 
(nötigenfalls nach Übergang zu einer Teilfolge) sofort annehmen, daß die Folge {T,} 
gegen eine einpunktige Menge (p) mit p€ K konvergiert. Da K lokal zusammenhängend 
ist, existiert eine Umgebung V von p mit einem Durchmesser ö(V) <d, = Min (d,, d,), 
für welche der Durchschnitt KV zusammenhängend ist. Für ein hinreichend großes i 
sind ef, und e%* in K V enthalten. Wir nehmen dieses i weiter so groß an, daß ö(A,,) > 3d, 
ist und daß außerdem ö(T',,) < 6(A4,,) — 2d, ist. Dann existiert in A,, ein Punkt a, 
der von T',, einen Abstand d(a, 7) > d, hat, und in @ — A,, ein Punkt b, der ebenfalls 
von T'„, einen Abstand d(b, 7,)> d; hat (b existiert, weil 6,0 %,,C @— A,, gilt nach (3), @, 


14) Aus dem Satz Ib folgt unmittelbar: Ist X C E ein lokal zusammenhängendes Kontinuum und @ 
eine Komponente von E—. K, so sind auch @ und @ —@ lokal zusammenhängend; jeder Punkt p der Begren- 
zung @—G@ von @ ist von @ aus erreichbar, d.h. es existiert ein Bogen B mit p als Endpunkt derart, daß 
B—(p) C@ ist. 
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und daher auch @ — A,, einen Durchmesser >3d, > 3d, hat, während T',, wegen e},€ V 
und e%*€ V einen Durchmesser <.d, hat). Da @ ein (a und 5 enthaltendes) Gebiet ist, 
existiert ein doppelpunktfreies Polygon ZC @ mit den Endpunkten a und b. Wir können 
es sofort so wählen, daß es mit der offenen Strecke 7',, höchstens einen einzigen Punkt i 
gemein hat. Da a und b in @ durch 7',, getrennt werden (denn a und b liegen in den 
t-Bildern der beiden Komponenten, in welche die offene Kreisscheibe @’ durch die Sehne 
T „, zerlegt wird), existiert £ wirklich und ist ein Schnittpunkt (nicht nur ein Berührungs- 
punkt) von Z und 7',,. Hieraus folgt, da für einfach geschlossene Polygone der Satz II 
bereits bewiesen ist: Ist W die Menge aller Punkte von E mit Abständen <d, von Fi 
und a® bzw. b° der letzte Punkt von ZIE— W) vor t bzw. der erste Punkt von Z(E— W) 
nach t, den wir bei einer Durchlaufung von Z von a nach b antreffen, ist schließlich Z! 
ein zu W fremdes, a u CE mit den Endpunkten a® und bP, so liegt 
von den beiden Endpunkten e/, und e%* von T',, einer im Innen-, der andere im Außen- 
gebiet des einfach geschlossenen Polygons zZ’ + Z!. Da die zusammenhängende Menge KV 
die Punkte ef, und ef* enthält, ist also XV zu ZP + Z! nicht fremd. Da aber KV einen 
Durchmesser < d, hat, ist XV in W enthalten und daher fremd zu Z!. Also ist KV zu ZP, 
also wegen ZPCLZC@ zu @ nicht fremd, im Widerspruch zuKXVCK. Damit ist (17) bewiesen. 

Nun wollen wir die topologische Abbildung 7 der offenen Kreisscheibe @’ = [|z| <1] 
auf das Gebiet @ fortsetzen zu einer eindeutigen, stetigen Abbildung r der abgeschlossenen 


Kreisscheibe @’ = [|z|< 1] auf die abgeschlossene Hülle @ von @. 
Ist 2’ ein beliebiger Punkt von @ undn=1,2,..., so sei z, der Punkt aus @,, mit 


kleinstem Abstand von 2’. Liegt z’ in @/,, so ist z, = 2’; andernfalls ist z, ein Punkt der 
Begrenzung K,, von @/, also, da die geschlossene, konvexe Kurve K/, sich aus Punkten 


der Peripherie 8 von @’ und aus offenen Sehnen T! (v>n) von 8 zusammensetzt, 2, 
ein Punkt einer in X, enthaltenen Sehne T} v>n) von 8. Nun ist die Abbildung r in 


ganz G/, definiert (Induktionsvoraussetzung auf S. 31), also auch für z,; wir können 
ge definieren: 7,(z’) = r(z,). Dann ist r„(z’) eine eindeutige, stetige Abbildung von 


"ind, die auf @, mit r identisch ist. Wir behaupten, daß die Folge dieser Abbildungen 
..(e) (n=1,2,...) gleichmäßig konvergiert. Es sei <> 0. Wir zeigen, daß 


(18) ı,@)—r.,(@')|sSe für n>n,2n(e) 


und für jedes z’ € @. Wegen der Stetigkeit der Abbildungen r,(z’) genügt es, (18) zu be- 
weisen für jedes 2’°€ @'. Nach (17) existiert ein n,(e) derart, daß 6(4,) = 6(A,)< e ist 
für allev>n,(e). Es seinunn,>n, 2n,(e) und z’ ein Punkt aus @*. 1. Fall: 2’ €G,,. 
Wegen n,> n; ist @,, ‚<, nach (13), also auch 2’ € G,. Folglich ist r,, (')=(z’) =t,,(e‘). 
2. Fall: z’€ @, In 8... Dan ist zunächst 7, ‚(@') = r(z’). Wegen z’E@’ 6, liegt 
z in einer Komponente A, (v»Zn,) von @ — @,, ‚also 7,(2)=r(e) in r(4,)=4,. 
Aus z’ € A, folgt, daß z,, in der Begrenzungssehne T, von 4}; liegt, also r, ‚@) = = r(z,,) 
in (T/)=T, ca. Es gilt also sowohl r, ‚@)CA, also auch r, ‚„@)E4A,. Wegen 
vZzn,Zngo(e) ist aber 6(A,)<S e. Also gilt (18). 3. Fall: ?e@’ — |. Ist A, (m, >%,) 
die 2’ enthaltende Komponente von @’ 6, ‚ so gilt wie im 2. Fall r,,(z’) € A. Wegen 
(13) und n, <n, gilt auch z’€ @ 4, ; ist A) (v, 2n,) die 2’ enthaltende Komponente 
von @' —@,,, so folgt analog 7, (@)€ A,. Wegen (13), z’€A,,z€A, ist 4, CA, und 
daher A„CA,. Also gilt auch 7,@)€ A,. Da ö4,)<e ist wegen , Zn, Zn(E); 
so folgt wieder (18). Mit diesen drei Fällen sind alle Fälle erschöpft, da G,,C @,, gilt nach 
(13). Die gleichmäßige Konvergenz der Folge {r,} ist also bewiesen. 





- 
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Da r, auf @, mit r identisch ist und (14) gilt, ist die Limesabbildung eine Fort- 
setzung der topologischen Abbildung r von @’ auf @. Wir können daher diese Limes- 
abbildung ebenfalls mit 7 bezeichnen. Es gilt dann te) =@ 

Wir haben noch zu zeigen, daß r die Kreisperipherie $ = @—@ (eindeutig und 
stetig) auf die Begrenzung G@—@ von @ abbildet: 

(19) te -0)=0-0. 

Es seien 2’ ein Punkt von S, n, und n, > n, zwei natürliche Zahlen. Dann ist z,, 
ein Punkt von K,,. Folglich ist r, (2’) = r(z,,) ein Punkt von X,, = t(K,,), liegt also 
nicht in G,, wegen (5), also auch nicht in @,„,, da@,,C@,, ist nach (9). Mithin liegt auch 
t(z’) = lim r,, (z’) nicht in @, , da @, offen ist. Da @ = 5@,, ist nach (12), liegt 7(z’) 
nicht in @. Folglich muß r(z’) in G- @ liegen. Es gilt also (8)c@—4@. Da aber 
1(@') = G und t(@') =@ ist, folgt (19). Damit ist der Satz Ib bewiesen. 

Satz Ic. Ist das Kontinum K eine einfach geschlossene Kurve, so ist die Abbildung 
des Satzes Ib von @' auf G topologisch. 

Beweis. Ist K konvex, also X = K, und daher @, entweder das Außengebiet °XK, 
oder das Innengebiet ‘'K, von K,, so ist die Behauptung trivial, wie aus der Definition 
von r in diesem Fall (S. 31) folgt. 

Nun sei K nicht konvex, also K + K.. 

Wir zeigen zunächst, daß die Abbildung r nicht nur auf dem konvexen Gebiet @), 
topologisch ist (dies ist der Fall wegen (14) und weil r auf @’ topologisch ist), sondern 
daß vielmehr gilt: 

(20) rt ist auf @, topologisch (n=1,2,...). 


Für n = 1 ist dies trivial, wie soeben festgestellt. Angenommen, (20) wäre falsch für ein 
n > 1. Da r das Gebiet G/, topologisch auf das Gebiet @, abbildet und r(K}) = K, wegen 


(5) zu @, fremd ist, existieren dann in K) = @' — G,, zwei Punkte z| und z,, deren Bilder 
t(z}) und r(z5) in einem Punkt z zusammenfallen. Wir verbinden die Punkte 27 und z, mit 
dem Punkt 2, von @, (S. 31) durch Strecken R\ und R,. Nach $. 31, Induktionsvoraus- 
setzung ist für «= 1lund i=2 das Bild r(R}) = R, ein die Punkte r(z}) und r(f) = 2%, 
verbindendes Polygon. Da die beiden Strecken R}; bis auf die Endpunkte z; in @/ liegen, 
da weiter r auf @/ topologisch ist und da endlich r(z}) = r(z) = zist,soist R= R,+ R, 
eine einfach geschlossene Kurve, also ein einfach geschlossenes Polygon mit 


(21) R—()CG,, zEK,n=@. 
Aus der ersten dieser beiden Beziehungen folgt wegen G,C@ undGK =0, daß Rund K 
höchstens den Punkt z gemein haben: 

(22) l KRC(e). 
Nach $ 2, Fall 1 und 2 zerfällt E— R in genau zwei Komponenten F und F. Wäre nun K 
weder zu F noch zu F fremd, so wäre K—(«)=FK+ FK eine Zerlegung von K— (z) 
in zwei nicht leere, fremde, in K offene Teilmengen, was "unmöglich ist, da K einfach ge- 
schlossen ist. Es sei etwa FK = 0. Wir behaupten, daß dann auch 

(23) FK„=V0 
ist für unser n. Denn angenommen, es wäre FK„=+0. Wegen FK=0 ist dann 
F(K„— KK,) #0. Nun ist K„— KK,, die Vereinigung von offenen Strecken T',, deren 
Endpunkte ef und e* in X liegen. Also ist FT, ++ 0 für ein v. Weil aber die Endpunkte 


5* 
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von T,in K, also keiner von ihnen in F und höchstens einer von ihnen auf der Begrenzung 
R von F liegt (wenn er nämlich mit z zusammenfällt), so ist also 7’, nicht fremd zu R— (z), 
im Widerspruch zu T,C K,„, (21) und (5). Also gilt (23). — Wegen F= F + Rund (23) 
ist FK, = K,„R, also wegen (21) 

(24) FK,=(e). 

Nun zerfällt @, — R’ in genau zwei Komponenten, weil @,, ein konvexes Gebiet ist 
und KR’ die Vereinigung der Strecken Ri und R; ist, welche die Punkte z; und 2 der Be- 
grenzung von @, mit dem Punkt z, von 67, verbinden; die Abbildung r bildet @, 
auf @, topologisch und R’stetigauf R ab; also wird durch r eine der beiden Kom- 
ponenten von @,— R', sie heiße F,, in F abgebildet (F und F sind die beiden Kompo- 


nenten von E — Rund haben beide R zur Begrenzung!). Ist nun (©, derjenige der beiden 
offenen Teilbogen von K), — — (a) + (3)). der in der Begrenzung von F,, enthalten ist, 
so gilt einerseits r(O)) Cr(F F)CH; ._ 0, CK}, ist anderseits 7(C))C r(K}) = K,. 
Also ist r(C4) © FK, und daher r(C/,) = (z) wegen (24). Der ganze Bogen (,, ist also auf 
den Punkt z abgebildet. Dies steht: ee im Widerspruch dazu, daß K/, die Vereinigung 
endlich vieler Teilbogen ist, auf denen r topologisch ist (S. 31, Induktionsvoraussetzung). 
Damit ist (20) bewiesen. 

Analoge Schlüsse zeigen nun, daß r auf der abgeschlossenen Kreisscheibe @’ topo- 
logisch ist. Angenommen nämlich, dies wäre falsch. Dann gibt es auf der Kreisperipherie 
S = @' — @’ zwei Punkte zi und z,, deren Bilder 7 (z}) und 7(z;) in einem Punkt z zusammen- 
fallen. Wie oben werden Ri, R,, R=R; + R,, R,, R,und R= R,+ R, definiert. Dann 
ist Reine einfach geschlossene Kurve, welche die Vereinigung ist der einpunktigen Menge (z) 
und endlich oder abzählbar unendlich vieler Strecken, die gegen z konvergieren, sowie 
eventuell (nämlich im Fall A) zweier Halbgeraden (einschließlich ©); dies folgt daraus, 
daß für = 1 und i = 2 der Bogen t(R!G/) nach S. 31, Induktionsvoraussetzung ein 
Polygon ist für jedes n und (14) gilt. Wieder zerfällt E— Rnach $ 2, Fall 4 in zwei Kom- 
ponenten F und F. Eine der beiden Komponenten von @’ — R’, sie heiße F’, wird durch 7 
in F abgebildet. "Ist C’ der Teilbogen von S mit den Endpunkten 2 und 25, der in der 
Begrenzung von F’ liegt, so ist r(C’) einerseits in {(F)C F, anderseits in Ä, also in 


FK = (2) enthalten. Also ist r(C’) = (z’). Nun gilt (13) und (14); außerdem setzt sich die 
Begrenzung K/, von G/, zusammen aus Punkten von S und offenen Sehnen T/, von 8. 


Also liegen auf dem Bogen C’ C $ mindestens zwei Punkte von @, für jedes hinreichend 
große n. Diese beiden Punkte werden wegen r(C’) = (z) auf den Punkt z abgebildet. 


Dies steht im Widerspruch zu (20). Also ist r auf @' topologisch, wie behauptet wurde. 


85. Beweis der Sätze II und III. 


Es sei KC E eine einfach geschlossene Kurve, also ein topologisches Bild r,(S$) der 
‚Kreislinie $=[|2|=1]. Angenommen nun, es wäre bereits bewiesen, daß man diese 


Abbildung r, fortsetzen kann zu einer topologischen Abbildung r von E auf sich (Satz III). 


Ist iS das Innen- und “S das Außengebiet von 8%), so ist E— K = (iS) + r(“S); die 
beiden Mengen r(S) und r(“S) sind fremd, offen!®), zusammenhängend!) und beide 


15) Wir bezeichnen also jetzt das Innengebiet @’ von 8 auch mit '8. 

16) Da r topologisch ist, ist das Bild r(‘S) der in E offenen Menge 'S offen in x(E) = E; analog für °8. 

17) Da man je zwei Punkte von ‘S durch einen Bogen ( ‘S verbinden kann, kann man auch je zwei 
Punkte von r(‘S) durch einen Bogen r(‘S) verbinden. Analog für °8, 
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haben die Begrenzung r($)=K; E—K zerfällt also in die beiden Gebiete ('S) und 
t(“S) mit der Begrenzung K. Der Satz II ist demnach eine unmittelbare Folgerung aus 
dem Satz III und wir brauchen nur noch diesen letzteren zu beweisen. 

Es sei K eine topologische Abbildung zunächst der Kreislinie $ = []2|=1] in E 
und 7,($) = K. Wir können o. B.d. A. sofort annehmen ($. 27), daß K beschränkt ist. 


Es sei @ eine ae Komponente von E-—K. Nach dem Satz Ic existiert eine topo- 


logische Abbildung r der abgeschlossenen Kreisscheibe = [2] <1] auf G, welche die 


offene Kreisscheibe @’ = [|z| <1] auf @ und die Peripherie $ auf die Begrenzung 0°=@ — @ 
von @ abbildet. Diese Abbildung braucht auf $ natürlich nicht mit r, identisch zu sein. 
Wir können dies aber nachträglich erzwingen. Hierzu betrachten wir die topologische 


Abbildung a, = r!r,von Saufsich. Ist nun re‘? ein beliebiger Punkt der Kreisscheibe @’ 
und wird der entsprechende Punkt e‘? von $8 durch a, auf den Punkt e'* von 8 abge- 
bildet, so ordnen wir dem Punkt re‘? den Punkt re” zu. Hierdurch ist eine topologische 


Abbildung x von @’ auf sich definiert, die eine Fortsetzung von %, ist. Nun ist die topo- 
logische Abbildung rax von @’ auf @ eine Fortsetzung von r,. Damit ist bewiesen: 

(I) Es sei X CE eine (beschränkte) einfach geschlossene Kurve und @ eine Kom- 
ponente von E—K ; weiter sei 7, eine topologische Abbildung der Kreislinie $ = [|z| = 1] 
auf K; dann kann r, fortgesetzt werden zu einer topologischen Abbildung r der Kreis- 
scheibe @' = [|z|<1] auf @. 

Nun sei speziell @ die den Punkt oo enthaltende Komponente “K von E—Kundr 
eine topologische Fortsetzung von z,, welche iS = @' auf “K abbildet; dabei sei z/, der 
Urbildpunkt des Punktes oo. Nun sei ß eine topologische Abbildung des abgeschlossenen 
Außengebietes “$ von 8 auf 'S, welche jeden Punkt von $ auf sich und den Punkt oo 


auf den Punkt z/, abbildet. Dann ist *r = rß eine topologische Abbildung von “Sg auf“K, 
welche auf $ mit r, identisch ist und den Punkt oo auf sich abbildet. 


Wir behaupten: E-—K hat außer “K noch mindestens eine zweite Komponente. 
Angenommen, dies wäre falsch. Dann ist also E-K='K und daher, weil 
“K+K=r(l8)+ (IS) = rlWS +S)=r(iS)="K ist, E="K und somit r(#S)=E. 

Angenommen weiter, wir hätten bereits die folgende Behauptung bewiesen: 

(II) Es sei F eine Punktmenge C E, welche den Punkt oo und eine Umgebung von 
oo enthält; es sei o eine topologische Abbildung von E auf F mit o(o0) = oo; dann ist 
F=E. 

Für o = (“r)-! und “8 = F sind die Voraussetzungen dieser Behauptung (II) erfüllt. 
Also muß S—=E sein, was natürlich falsch ist. Damit ist unsere Annahme, es gäbe 
außer “K keine weitere Komponente von E—K, widerlegt. Es existiert also eine weitere 
Komponente iK von E—K. Nach (I) existiert eine topolögische Abbildung *r 
von %S auf iK, die auf $ mit r, identisch ist. Die Abbildung r, welche auf S mit To, auf °S 
mit “r und auf 8 mit ‘r identisch ist, ist eine topologische Abbildung von E auf’K-+'K. 
Setzen wir r=o und “K +'K = F,sosind wieder die Voraussetzungen der Behauptung (I) 
erfüllt. Folglich ist “K+'K=B. Die topologische Abbildung r, sie ist auf S mit z, 


identisch, bildet also Z auf Hab (und dabei den Punkt oo auf sich). Damit ist der Satz. III 
für eine Kreislinie bewiesen. 
Wir haben nun noch den Beweis der Behauptung (IT) nachzuholen. Angenommen, 


es wäre F +. Wir können dann o.B.d.A. (nötigenfalls Parallelverschiebung!) an- 
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nehmen, daß der Punkt z = 0 nicht in F liegt. Dann existiert (weil # wegen der Kompakt- 


heit von E abgeschlossen ist) ein o > 0 derart, daß die Kreisscheibe |z| < o zu F fremd 
ist. Da F eine Umgebung von oo enthält, ist für ein hinreichend großes r der Kreis 
T=[|2|=r] in F enthalten. Nun seien &,,...,€; (&;ı = 6) für ein zunächst noch be- 
liebiges natürliches k die Ecken eines regelmäßigen dem Kreis 7’ eingespannten k-Ecks P. 
Es sei e, = o!(e,) und für jedes t mit O<t<s1 sei e‚(t) = oltg) («=1,...,k). Dann 
ist e,(1) = e, für jedes «=1,...,k,e(0)= = e,(0) das Bild 2, = 0o(0) des Punktes 
z= 0 und für jedes x bilden die Punkte e,(t) einen Bogen mit den Endpunkten e, und 2,. 
Für jedes t verbinden wir nun die Punkte e,(t) und e, ,,(t) durch eine Strecke (x =1,...,k). 
Die Vereinigung dieser k Strecken ist ein geschlossener Streckenzug Pt), derfür t=1 gleich 
P ist und für ti = 0 ganz in den Punkt z, fällt. Das System der P(t) ((<stsI1) ist eine 
stetige Schar. Ist k hinreichend groß, und das nehmen wir nun an, so haben (wegen der 
gleichmäßigen Stetigkeit von o”! in einer o=!(T')) und damit alle Punkte te}, enthaltenden 
abgeschlossenen Kreisscheibe mit dem Mittelpunkt z = 0) für jedes # und jedes x die 
Punkte e,(t) und e,,,(f) einen Abstand < 29 voneinander. Da nach Definition von 0 
die Kreisscheibe |2|< o zu F fremd ist, also keinen der Punkte e,(t) und e,,,(t) enthält, 
so folgt, daß der Punkt z = 0 nicht auf der Verbindungsstrecke dieser beiden Punkte 
liegt und somit nicht auf P(t). Daher können wir, analog wie wir im $1 für das Polygon 
K und den Punkt p die Zahl A(p) definierten, jetzt für jeden Streckenzug P(t) und den 
nicht (auf ihm liegenden) Punkt z2=0 die Zahl A(0, it) definieren. Sie ist eine stetige 
Funktion von t. Da P(1) das k-Eck P mit dem Mittelpunkt z = 0 ist, ist A (0,1) = 2. 
Da P(0) in einen Punkt, nämlich z,, degeneriert, ist A(0,0)=0. Da aber A(0,t) 
stets ein ganzzahliges Vielfaches von 2x ist, haben wir hiermit wegen der Stetigkeit von 
A (0, t) den gesuchten Widerspruch. 


Um schließlich den auf Strecken bezüglichen Teil des Satzes III zu beweisen, 
genügt es natürlich, die entsprechende Behauptung für einen Kreisbogen zu beweisen. 


Es sei also r, eine topologische Abbildung des Kreisbogens []z| = 1, R(2) >0]CH auf 
einen Bogen BCE. Es ist zu beweisen, daß r, fortgesetzt werden kann zu einer topo- 
logischen Abbildung von E auf sich. Angenommen, es sei bereits folgendes bewiesen: 


(25) Es seien p’ und p’”’ zwei Punkte eines Bogens B der Ebene E; dann existiert 


ein Bogen CC E mit den Endpunkten 9° und p’’, der mit B nur diese Punkte 
p’ und 9’ gemein hat. 


Wenden wir dies auf unser Kreisbogenbild B und seine Endpunkte 9’ und p’”’ an! Dann 
erhalten wir einen Bogen C', der mit B nur die Endpunkte p’ und 9” gemein hat. B+ C 
ist also eine einfach geschlossene Kurve. Wir können nun die Abbildung 7, zunächst 
fortsetzen zu einer topologischen Abbildung 7, des ganzen Kreises |z2| = 1 auf B+C. 
Der bereits bewiesene Teil des Satzes III liefert nun eine topologische Abbildung 7 von E 
auf sich, welche eine Fortsetzung von z, ist. Damit ist der Satz III vollständig bewiesen. 


Nachzutragen ist jetzt nur noch der Beweis von (25). Es sei also B ein beliebiger 
Bogen. O.B.d. A. können wir ihn sofort als beschränkt annehmen (denn da B durch 
Tilgung eines Punktes zerfallen kann, E hingegen nicht, ist B + E; es existiert also in X 
ein nicht auf B gelegener Punkt 2,; durch die Transformation z = (z — 2,)"! überführen 
wir nun 2, in den Punkt oo). Es sei r eine topologische Abbildung der Strecke [!’ <t<t”], 
wobei ! S— lund1 st” ist, auf den Bogen B derart, daß r(— 1) = p’ und r(1) = p” ist. 
Wir bezeichnen mit B’ bzw. B’ das r-Bild von [’ <t<—1] bzw. von [1Ist<st"]. 
Weiter sei B, das r-Bild der Strecke I-3 sts 5] . Schließlich sei B, das r-Bild der Strecke 
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sts’ 3 und B_, das r-Bild der Strecke -35s1<s- je=12... 
Für jedes ganzzahlige m sei d,, der Abstand des Bogens B,„ von 
C„=B’+B"+(...+B„-s+ Ba-2 + Barza + Barst'''). 

Wir überdecken B,„ durch endlich viele offene, zu B, nicht fremde Quadratflächen mit 
Durchmessern < > und bezeichnen ihre Vereinigung mit S8,„. Indem wir nötigenfalls 
die Quadrate ein wenig verrücken, können wir sofort annehmen, daß die Begrenzung S®, 
von 8, die Vereinigung endlich vieler paarweise fremder, einfach geschlossener Polygone 
ist. Unter diesen gibt es dann eines, es heiße U „, dessen Innengebiet ‘U „den Bogen B,„ 
enthält. Nach der Wahl der Durchmesser der Quadrate ist C', im Außengebiet U „von, 
enthalten. Nun enthält U, einen zu B fremden Teilbogen V,, der mit U_, und U, genau 


einen (End)-Punkt v_, bzw. v, gemein hat. U_, bzw. U, enthält einen zu B fremden Teil- 
bogen V_, bzw. V, mit v_, bzw. v, als Endpunkt, der mit U_, bzw. U, genau einen 


(End)- 1a v_, bzw. v,gemeinhat. Usw. Dann ist Ü = Zr m+ (p’) + (p”’)ein Bogen 


mit den Endpunkten 9’ und 9”, der mit B nur die Ike Punkte 9’ und 9” gemein hat. 





Eingegangen 6. April 1949. 


Zusatz bei der Korrektur (18. Oktober 1949). Eine Dreieckskurve K,, der auf S. 27 
unten verlangten Art kann man folgendermaßen erhalten. Es sei H eine offene, in @ 
enthaltene Kreisscheibe mit maximalem Radius. Auf der Begrenzung H® von H liegen 
dann mindestens zwei Punkte z, und 2,.von K; denn gäbe es nur einen Punkt z, von 
K auf H°®, so könnte man H in Richtung von 2, zum Mittelpunkt h ein wenig ver- 
schieben und dann vergrößern und erhielte so eine größere, in @ enthaltene Kreis- 
scheibe. Auf der Symmetriegeraden $ von 2, und 2, lassen wir nun, ausgehend vom 
Mittelpunkt s der Sehne [z, , 2,],, einen Punkt z stetig laufen, und zwar, wenn s= 5 ist, 
in beliebiger der beiden Richtungen von 8, und, wenn s+ ist, in der Richtung von 
s nach h. Dann trifft z auf einen ersten Punkt z, derart, daß auf der Streckensumme 
[21; 2] + [2,, 23] ein Punkt von K liegt, der von z, und 2, verschieden ist. Die Dreiecks- 
kurve K, mit den Ecken 2,, 25, 23 leistet das Verlangte. 
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1. Um zu beweisen, daß eine zentrale einfache Algebra vom Grade n über einem 
endlich-algebraischen Zahlkörper Q stets zyklisch erzeugbar ist und in der R. Brauer- 
Algebrenklassengruppe über N die Ordnung n hat, benötigt man den Existenzsatz von 
Grunwald aus der Klassenkörpertheorie!). Er sagt in seiner schwächsten Form, wie sie 
für den genannten Zweck?) ausreicht, folgendes aus: 

Ganz schwacher Existenzsatz (zyklischer Fall). Sind für eine endliche Menge D 
von (endlichen oder unendlichen) Primstellen vo von Q natürliche Zahlen n, vorgegeben, 
die sämtlich in einer festen vorgegebenen natürlichen Zahl n aufgehen (und für die un- 
endlichen vo auch in 2), so existieren (unendlich viele) zyklische Erweiterungskörper K/Q 
vom Grade n, die für die Primstellen vo aus D die v-Grade n, haben. 

Was die unendlichen Primstellen von Q betrifft, so ist dabei hier — wie im folgenden 
durchweg — stillschweigend vorausgesetzt, daß es sich um reelle Primstellen (Absolut- 
ordnung 1) handelt; die komplexen Primstellen (Absolutordnung 2) können in diesem 
wie in anderen Zusammenhängen außer Acht gelassen werden. 

2. Grunwald ordnet diesen Satz einer stärkeren Existenzaussage unter, auf deren 
Formulierung man in folgenden zwei Stufen geführt wird. 

Erstens setzt sich bekanntlich der o-Grad n, für eine endliche Primstelle vo in 


der Form f 
v 


aus zwei Invarianten von K/Q für o zusammen, der Verzweigungsordnung e, und dem 
Restklassengrad f,; für eine unendliche Primstelle o wird formal e,=n,(=1 oder 2), 
fs=1 definiert. Ich nenne diese beiden Invarianten e,, f, kurz die Zerlegungszahlen für o 
in K/Q. 


1) W.Grunwald, Ein.allgemeines Existenztheorem für algebraische Zahlkörper, dies. Journ. 169 (1933), 
103— 107. 

2) Siehe dazu H. Hasse, Die Struktur der R. Brauerschen Algebrenklassengruppe über einem algebra- 
ischen Zahlkörper, Math. Ann. 107 (1932), 731—760; oder auch M. Deuring, Algebren, Berlin 1935, Kap. VII, 


886,7. 
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Die erste Verstärkungsstufe besteht dann darin, daß statt nur der Produkte n, 
je die beiden Faktoren e,, f, einzeln vorgeschrieben werden. Diese müssen dabei außer 
den selbstverständlichen Bedingungen 


e,f,|n für alle o, 

e,2, f,=1 für die unendlichen vo 
noch den weiteren aus der lokalen Arithmetik der algebraischen Zahlkörper®) folgenden 
Enge EIN (0)—1 für die endlichen vo 


genügen, wo e( den zu N(o) primen Bestandteil von e, bedeutet. Ich nenne diese Be- 
dingungen zusammen kurz die lokalen Bedingungen. Im Spezialfall einer Primzahl- 
potenzordnung n=[", auf den sich der allgemeine zyklische Fall durch direkte Zer- 
legung in Komponenten ohne weiteres reduziert, und der im folgenden fast ausschließlich 
zu betrachten sein wird, lauten sie: 


e,fo|! für alle o 
(L) e,|2, ,=1 für die unendlichen o 
N(v)=1 mod. e, für die endlichen of 1. 


Zweitens lassen sich bekanntlich die Zerlegungszahlen e,, f, aus dem Normsymbol 
) bestimmen. Dies Normsymbol ist seiner Definition®) nach ein algebrentheo- 


retisch festgelegter Homomorphismus der Multiplikationsgruppe N des o-adischen Er- 
weiterungskörpers Q, von Q in die Galoisgruppe T von K/Q, also auf eine Unter- 
gruppe T, von FT (die Hilbertsche Zerlegungsgruppe zu vo für K/Q), deren Ordnung gerade 
n, ist. Beschränkt man das (durch einen Stern angedeutete) Argument aus 2X auf die 
Untergruppe E, der v-adischen Einheiten — für unendliches o wird formal E,=NX 
definiert —, so liefern die Werte eine Untergruppe T, von FT, (die Hilbertsche Trägheits- 


gruppe zu o für K/Q), und es bestimmt sich e, als die Ordnung, f, als der Index in T, 


von T,. In Formeln: 
QD*X,K 
(9a 


(941 [91-4 


Die zweite Verstärkungsstufe besteht dann darin, daß statt nur der Zerlegungs- 
zahlen e,,f, die Normsymbole ) vorgeschrieben werden, und zwar — da bei 


dieser Vorschrift von dem erst zu bestimmenden Körper K/N und seiner (konkreten) 
Automorphismengruppe T noch nicht die Rede sein kann — als Homomorphismen x, 
der o-adischen Multiplikationsgruppen QX in die vorgegebene (abstrakte) zyklische Gruppe 
& der Ordnung n oder, wie ich dafür auch kurz sagen will, als &-Charaktere x, der Q,. 
Es werden dann also zyklische Körper K/Q vom Grade n und dazu jeweils ein Iso- 
morphismus g der Galoisgruppe FT auf die Gruppe & — kurz?) fixierte &-Körper (K/Q, 9) — 
derart gesucht, daß für die Primstellen vo aus DO die Beziehungen 


(A) "K’=y 
gelten. \ A ) 





(Z) 


3) Siehe dazu etwa H. Hasse, Zahlentheorie, Berlin 1949, $ 16, insbesondere 8. 187 o. 

4) Siehe dazu. ce. ?). 

5) Zu diesem auch im vorliegenden Zusammenhang sehr zweckmäßigen Begriff siehe H. Hasse, Die 
Multiplikationsgruppe der abelschen Körper mit fester Galoisgruppe, Abh. Math. Sem. Hamburg 16 (1949), 


29—40. 
6 
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Schließlich spricht Grunwald die sich so ergebenden verstärkten Existenzbehauptungen 
gleich für den allgemeineren Fall einer vorgegebenen beliebigen endlichen abelschen 
(statt nur zyklischen) Gruppe ® aus, eine Verallgemeinerung, die sich nicht ohne weiteres 
durch direkte Zerlegung in Komponenten ergibt, sondern erst durch eine Präzisierung des 
„unendlich viele“ in der Existenzbehauptung gelingt. Während im zyklischen Falle die 
abstrakte Gruppe ® einfach als die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln gewählt werden 
kann, so daß dann die @-Charaktere %, von N} einfach die im gewöhnlichen 
Sinne verstandenen Charaktere der sogenannten n-Klassengruppe QX/Q%” von Q, 
(Gleichheitsrelation —- in Q,) werden, ist man im allgemeinen Falle für das Vorschreiben 
der Normsymbole (*) nach dem Schema (A) auf die Zugrundelegung einer wirklich 
abstrakten Gruppe ® angewiesen. 

3. In einer kürzlich erschienenen Note®) hat nun Wang darauf hingewiesen, daß 
in dem Grunwaldschen Beweis seines verstärkten Existenzsatzes ein Fehlschluß unter- 
laufen ist”). Wie ich bereits in meiner Besprechung) dieser Note bemerkt habe, wird 
dadurch die Gültigkeit des eingangs formulierten ganz schwachen Existenzsatzes (und 
damit die genannte Anwendung in der Algebrentheorie) nicht angetastet, wohl aber die 
Gültigkeit der beiden anschließend besprochenen Verstärkungsstufen, von deren Formu- 
lierung als Sätze ich deshalb zunächst abgesehen habe. In der Tat gibt Wang ein Gegen- 
beispiel gegen die Allgemeingültigkeit der ersten (und damit auch der zweiten) Ver- 
stärkungsstufe, indem er mit ganz elementaren Mitteln beweist: 


Schwacher Einsehränkungssatz (rationaler Spezialfall). /n einem über dem rationalen 
Zahlkörper P zyklischen Körper K vom Grade 2’ mit v2 3, mit dem quadratischen Teil- 
körper K,, gilt für die Zerlegungszahlen e,, f, zur Primzahl 2 notwendig 


| entweder e,fa<?’ (2 in K partiell-zerlegt, 2 in K, zerlegt) | 
| oder ah =?, =, f,=1 (2inK voll-verzweigt, 2in K, verzweigt) | 


also 
nie sh=%, 9 <2%P”, f>1 (2in K unzerlegt und partiell-träge, 2 in K, träge). 


Dabei sind die Angaben über die Zerlegung in K, im Hinblick auf die Zyklizität von K 
nach der Hilbertschen Zerlegungs-, Trägheits- und Verzweigungstheorie gleichbedeutend 
mit den Angaben über die Zerlegung in K. Ich habe sie hinzugefügt, weil bei ihnen die 
vollständige Disjunktion der drei unterschiedenen Zerlegungstypen begrifflich am 
klarsten hervortritt, und auch, weil der Beweis gerade in der Betrachtung von K, wurzelt. 


In dem dritten, auszuschließenden Falle hätte nämlich die Diskriminanted von K,=P (Ya) 
die Kongruenzeigenschaft d=5 mod. 8, besäße also mindestens einen Primteiler #2 
mit p== 1 mod. 2%; dieser wäre in K, verzweigt, also in K'voll-verzweigt, und hätte daher 
nach der dritten lokalen Bedingung (L) die Kongruenzeigenschaft p=1 mod. 2’, was 
unter der Voraussetzung » >3 ein Widerspruch ist. 


°) Sh. Wang, A counter-example to Grunwald’s theorem, Ann. of Math. 49 (1948), 1008—1009. — 
Während der Drucklegung dieser Arbeit: erschien eine weitere Arbeit von Sh. Wang, On Grunwald’s 
theorem, Ann. of Math. 51 (1950), 471—484, deren auf etwas andere Art bewiesene Ergebnisse in einer 
Hinsicht etwas allgemeiner sind als meine hier mitgeteilten, in einer anderen Hinsicht nicht ganz so 
erschöpfend sind. 

”) Der Fehlschluß verbirgt sich im Beweis des herangezogenen Hilfssatzes 2 aus einer vorhergehenden 
Arbeit: W. Grunwald, Charakterisierung des Normenrestsymboles durch die p-Stetigkeit, den vorderen Zer- 
legungssatz und die Produktformel, Math. Ann. 107 (1932), 145—164. Er besteht in dem Übersehen des 
nachstehend in $1, Satz 2 auftretenden Ausnahmefalles. 

®) Zentralbl. f. Math. 32 (1950), 108. 
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Dieser Beweis läßt erkennen, daß die durch das Wangsche Gegenbeispiel fest- 
gestellte Einschränkung für die Zerlegungszahlen e,, f, (im SpezialfallQ=P,n=%, v2 3), 
im Gegensatz zu den lokalen Bedingungen (L) für die Zerlegungszahlen e,, f, (im all- 
gemeinen zyklischen Fall mit Primzahlpotenzordnung n=?‘), nicht mehr von lokalem 
Charakter ist, wie man zunächst im Hinblick auf das alleinige Vorkommen der Primzahl 2 
in ihr glauben möchte. Denn diese Einschränkung kommt ja erst durch eine Rückwirkung 
der lokalen Bedingungen an den Primstellen p + 2 auf die Primstelle 2 zustande. Von 
diesem Gesichtspunkt aus verdient das Wangsche Gegenbeispiel, wie alle im Großen 
wurzelnden zahlentheoretischen Gesetzlichkeiten, ein besonderes Interesse, und es 
erhebt sich die Frage nach seiner weitestmöglichen Verallgemeinerung. 


4. Dem als schwacher Einschränkungssatz (rationaler Spezialfall) bezeichneten 
Wangschen Gegenbeispiel liegt die folgende etwas allgemeinere Tatsache zugrunde, die 
der zweiten Verstärkungsstufe des in Rede stehenden Existenzsatzes entspricht, und die 
weitere Gegenbeispiele gegen deren Allgemeingültigkeit liefert, welche bei der ersten 
Verstärkungsstufe noch nicht in Erscheinung treten: 


Starker Einschränkungssatz (rationaler Spezialfall). Für einen über dem rationalen 
Zahlkörper P zyklischen Körper K vom Grade 2’ mit v2 3, mit dem quadratischen Teilkörper 
K,, gilt notwendig > 

% = =1 oder also ee) = 1. 


2 





- 


. . x >) 
Der Beweis ergibt sich, indem man von dem Normsymbol ), mit Wert aus 


der Galoisgruppe FT, von K,= P (Va), durch den Isomorphismus 9, von F, auf die 
Gruppe der 2-ten Einheitswurzeln zu dem quadratischen Normsymbol (), mit Wert +1, 
übergeht und beachtet, daß die bei der bekannten Struktur der Diskriminante d von K, 
einzigen Fälle mit (2) =—1, nämlich d&=5 mod. 8 und d=4d, mit d,=—5 mod. 8 
oder d,= +25 mod. 16, wie vorher wegen des Vorhandenseins eines Primteilerss p #2 
mit p=1 mod. 2? unmöglich sind. Die Unmöglichkeit von d=5 mod. 8 besagt den 
schwachen Einschränkungssatz; die Unmöglichkeit von d=4d, mit d,=—5 mod. 8 
oder d,= +2-5 mod. 16 liefert die weiteren, bei der ersten Verstärkungsstufe noch 
nicht in Erscheinung tretenden Gegenbeispiele. 

Der nicht lokale Charakter dieser Einschränkungssätze tritt noch klarer hervor, 
wenn man den Beweis mittels der Produktformel 


IC)-: 


p Eu 
für das Normsymbol führt, nämlich feststellt, daß aus lokalen Gründen ()=1 für 


alle Primstellen p=+2 des rationalen Zahlkörpers P ist. Bei der alsbald zu gebenden 
Verallgemeinerung der starken Einschränkungssätze auf eine bestimmte Klasse endlich- 
algebraischer Grundkörper Q ist man auf diesen Weg angewiesen, und ich werde das 
dann ausführen. 


5. Im Hinblick auf die aus diesen beiden Einschränkungssätzen folgenden Gegen- 
beispiele ist es zur Erzwingung der Gültigkeit der beiden Verstärkungsstufen des Grun- 
waldschen Existenzsatzes erforderlich, den gemachten Voraussetzungen eine einschrän- 
kende Bedingung hinzuzufügen. In meiner Besprechung der Wangschen Note habe 
ich eine solche für beide Verstärkungsstufen hinreichende Zusatzbedingung ohne Beweis 
ausgesprochen. Durch eine tiefer eindringende Untersuchung habe ich inzwischen erkannt, 

6* 
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daß jene Bedingung?) insofern noch nicht endgültigen Charakter hat, als sie nicht zu- 
gleich auch notwendig ist. Die noch mögliche Abschwächung hat mich zu der end- 
gültigen, zugleich notwendigen und hinreichenden Bedingung geführt, die sich durch 
weitestmögliche Verallgemeinerung des Wangschen Gegenbeispiels ergibt. Genauer 
gesagt, handelt es sich um zwei verschieden abgestufte Bedingungen, den beiden Ver- 
stärkungsstufen des Existenzsatzes entsprechend. Ich will in der vorliegenden Arbeit 
den Beweis für die so resultierenden, korrekten und bestmöglichen Formulierungen des 
schwachen (erste Stufe) und starken (zweite Stufe) Grunwaldschen Existenzsatzes 
erbringen. Bei dieser Gelegenheit werde ich überdies den alten Grunwaldschen Beweis- 
ansatz in eine glattere und besser durchsichtige, weitgehand begriffliche Fassung bringen, 
wie sie durch die neuere Entwicklung der Klassenkörpertheorie und der Theorie der 
Kummerschen Körper ermöglich wird. 

6. Für die Formulierung des allgemeinen starken Einschränkungssatzes und des 
starken Existenzsatzes ist es zweckmäßig, sich zunächst auf den zyklischen Fall mit 
Primzahlpotenzordnung n=/!" zu beschränken, auf den sich der allgemeine abelsche 
Fall nachher leicht zurückführen läßt. Die einschränkende Bedingung betrifft dann 
lediglich den Spezialfall, daß die Primzahl i=2 und der Exponent v>3 ist, daß ferner 
der Durchschnitt des Grundkörpers Q mit dem Körper P,, der 2’-ten Einheitswurzeln 
reell, also der größte reelle Teilkörper P$, eines Einheitswurzelkörpers P,, mit 2<u<sv 
ist, und daß schließlich dabei auch noch u<r ist!9). 

Es bezeichne im folgenden Ay die rekursiv durch 


Aa=2, Ay = V Agu + 2 


definierte Folge der Radikanden aus den Kummer-Erzeugungen 


Plan u Pd (V 3,.) ’ 
explizit gegeben durch 
I (ati) +2 (tn), 
wo [,. eine gemäß mL normierte Folge primitiver 2*-ter Einheitswurzeln ist. 
Als Hauptdivisor betrachtet, ist A,. der einzige Primdivisor der in P$. voll-verzweigten 
Primzahl 2, also 


Es sei ferner ei 


die weitere Zerlegung dieses Primdivisors von P$. in Primdivisoren [ von Q, die also 
gerade die sämtlichen Primdivisoren von 2 inQ sind. Diejenigen unter ihnen, für welche 
AuF1l in Q, 
gilt, d.h. für welche die Zahl A,. aus PS, kein Quadrat in dem I[-adischen Erweiterungs- 
körper Q, von Q ist, will ich im folgenden zur Abkürzung der Ausdrucksweise die „nicht- 
quadratischen‘ Primteiler | von 2 in Q nennen. Zu ihnen gehören insbesondere alle die, 
deren Verzweigungsordnung e, in bezug auf P9, ungerade ist; ich nenne diese kurz die 
„ungeraden‘‘ Primteiler | von 2 in Q. Die sämtlichen Primteiler [ von 2 in Q zerfallen 
demnach im betrachteten Spezialfal QNP„=Pl,(2<u<v) in die folgenden drei 
Sorten: 
„quadratische“: Auz1l in Q, 
„gerade“: AuZ1 in Q,| 


„nicht-quadratische‘“: A lınQ M 
u er „ungerade“: A.®1 in Q| 


®) Eshandeltsich um die später in $2,6 bei Vorliegen der Voraussetzungen (14) auftretende Bedingung (16). 
10) Siehe hierzu die später in $1,8, Fig. 2 gegebene Übersicht über die Teilkörper von P,. 
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von denen im folgenden nur die letzten beiden Sorten eine nicht-triviale Rolle spielen 
werden. Diese Einteilung hängt natürlich bei gegebenem Grundkörper Q noch von dem 
vorgegebenen Exponenten » (aus n=?%) ab. 

7. Im Spezialfall des rationalen Zahlkörpers Q=P hat man QNP„=P=P%, 
also u=2,A,.=2, und die Primzahl 2 ist wegen e,=1 „ungerade“ (sit venia termino!). 
Demgemäß ist die folgende Aussage eine Verallgemeinerung des obigen starken Ein- 
schränkungssatzes (rationaler Spezialfall): 


Starker Einschränkungssatz. Unter den speziellen Voraussetzungen 

(V) i=2, ‚3, QnNnP„=Pl mit 2 Ssu<v 
gilt für einen zyklischen Körper K/Q vom Grade 2’, mit dem quadratischen Teilkörper K,/Q, 
notwendig die Beziehung 


p-1 
(B) II — =1 oder also II (5) =1, 
! 


wo das Produkt über alle ‚‚nicht-quadratischen‘‘ Primteiler I von 2 in Q erstreckt ist. 
Der Beweis ergibt sich, wie oben bereits angekündigt, mittels der über alle Prim- 
stellen p von Q erstreckten Produktformel 


für das Normsymbol. Es ist nämlich ( =1 erstens für alle endlichen, in K, 


unverzweigten p4/ 2, weil für sie gilt )=(e) (wo w,(*) die Ordnungszahl 
für p), und w,(Ayu)=0 ist; zweitens für alle endlichen, in K, verzweigten p4 2, weil diese 
in K voll-verzweigt sind, so daß nach der dritten lokalen Bedingung (L) für sie W(p)=1 
mod. 2” gilt, also Q, die 2’-ten Einheitswurzeln und damit wegen der Voraussetzung 
#<v sicher den Körper Plus PzulV 2,2) enthält, so daß A „= 1 in Q, ist; drittens 
für alle unendlichen p, weil A,4= (A,u:1— 2)? total-positiv, also sicher =1 in 2» ist; und 
viertens trivialerweise auch für alle „quadratischen“ I|2, für die ja definitionsgemäß 
Äon = lin Q, ist. 

8. Die korrekte und bestmögliche Formulierung des starken Existenzsatzes stellt 
nun fest, daß die durch den starken Einschränkungssatz gegebene notwendige Bedingung 
als Zusatzbedingung auch hinreicht. Sie lautet: 

Starker Existenzsatz (zyklischer Fall mit Primzahlpotenzordnung). Es sei & eine 
zyklische Gruppe von Primzahlpotenzordnung l’. Für eine endliche Menge D von Prim- 
stellen vo von N sei ein System & von G-C'harakteren x, der v-adischen Multiplikations- 
gruppen N vorgegeben. 

Unter den speziellen Voraussetzungen (V) und 

(V.) D enthält alle „‚nicht-quadratischen Primteiler | von 2 in Q 


sollen die &-Chharaktere x, aus X zudem der Bedingung 

(B,) IT x (u )=1 oder also 17 E (Ay)=1 
genügen. 

Dann existieren unendlich viele fixierte &-Körper (K/Q,y) derart, daß für die Prim- 
stellen vo aus D die Beziehungen 

‚ K\? 

(A) , ) = Ko 

gelten. 
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Genauer: Nach eventuell erforderlicher Erweiterung der Menge D um einen geeigneten 
Primdivisor vo und dementsprechend des Systems X um einen geeigneten &-Charakter x, von 
N gibt es eine (D ausschließende) Frobeniussche Primdivisorabteilung $=%(N,6©, &) 
in Q zu einem galoisschen Körper A=A (N, ©, D) über N derart, daß zu jedem Primdivisor q 
aus % ein fixierter &-Körper (K,/Q, y,) mit der Eigenschaft (A) existiert, in dem überdies 
q voll-verzweigt ist, während im übrigen höchstens die Primstellen v aus D verzweigt sind. 

Aus der letzteren weitergehenden Aussage ergibt sich dann, ebenso wie schon bei 
Grunwald, ohne weiteres der entsprechende starke Existenzsatz für den allgemeinen 
abelschen Fall. Er lautet: 


Starker Existenzsatz (allgemein-abelscher Fall). Es sei & eine endliche abelsche 
Gruppe. Für eine endliche Menge D von Primstellen o von Q sei ein System X von G-C'harak- 
teren x, der N, vorgegeben. 

Für jede direkte zyklische Komponente &, von & von 2-Potenzordnung, bei der die 
speziellen Voraussetzungen (V,), (V,;g) (mit Exponenten u,,»v, und Primteilern |,) vor- 
liegen, soll das zugehörige Komponentensystem %, von X zudem der Bedingung (B;,) (mit 
den Exponenten u;,v, und den Primteilern |,) genügen. 

Dann existieren unendlich viele fixierte &-Körper (K/Q, y) derart, daß für die Prim- 
stellen vo aus D die Beziehungen (A) gelten. 


Man braucht zum Beweis nur die Primstellen q, aus den Abteilungen %,=%;(N,6,, &,) 
zu den Körpern A,A=A(N,®,, ©) untereinander verschieden zu wählen. Dann sind die 
zugehörigen fixierten &,-Körper (K,,/Q, g,,) wegen des Verzweigungsverhaltens der q, 
(und der sämtlichen nicht zu OÖ gehörigen p) in ihnen untereinander unabhängig über N, 
setzen sich also zu einem fixierten &-Körper (K/Q, g) mit der verlangten Eigenschaft (A) 
zusammen, und verschiedenen Systemen q, entsprechen verschiedene &-Körper (K/Q, p). 


Für den in der Algebrentheorie allein benötigten Spezialfall einer zyklischen 
Gruppe & von zusammengesetzter Ordnung n =IIl;‘ braucht man die weitergehende 
Aussage des Existenzsatzes natürlich nicht heranzuziehen, weil hier die (K,,/Q, ,,) 
schon mit Rücksicht auf ihre Grade !’‘ untereinander unabhängig über N sind. 


9. Der im folgenden zu gebende Beweis des starken Existenzsatzes erfordert die 
Bestimmung aller Zahlen aus Q, deren !’-te Wurzel im Körper Q»„=QN P,„ der !’-ten Ein- 
heitswurzeln über Q liegt. Diese auch an sich interessante, nicht ganz triviale Aufgabe 
werde ich in $ 1 lösen. Man wird dabei systematisch auf die spezielle Voraussetzung (V) 
des starken Einschränkungssatzes (allerdings nur mit u<Sr) und die in der Beziehung (B) 
auftretende Radikandenfolge Fe geführt, die so eine weitere begriffliche Bedeutung 
erhält. 

In $ 2 werde ich dann den eigentlichen Beweis des starken Existenzsatzes für den 
zyklischen Fall mit Primzahlpotenzordnung nach dem Vorbild von Grunwald erbringen, 
womit dann nach dem schon Gesagten der Beweis auch für den allgemeinen abelschen 
Fall erbracht sein wird. 


10. Aus dem starken Existenzsatz ist nicht ohne weiteres ersichtlich, daß der in der 
Algebrentheorie benötigte ganz schwache Existenzsatz, bei dem statt der Normsymbole 


(=) nur die o-Grade n, vorgeschrieben sind, ohne jede einschränkende Zusatzbedingung 


gilt. Ich werde das in $3 beweisen, und zwar indem ich zunächst zu der ersten Ver- 
stärkungsstufe zurückgehe, bei der je die beiden Zerlegungszahlen e,, f, einzeln vor- 
geschrieben sind. Hier ergeben sich in voller Analogie zu den obigen beiden starken 
Sätzen die folgenden beiden schwachen Sätze: 
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Sehwacher Einsehränkungssatz. Unter den speziellen Voraussetzungen 
(vo) j1=2, v>3, ANP„=P} mit 2<Ssu<v | 
| alle ‚‚nicht-quadratischen‘“‘ Primteiler | von 2 in Q sind ‚ungerade‘ | 


gilt für die Zerlegungszahlen e,, f, dieser Primteiler in einem zyklischen Körper K/N vom 
Grade 2’, mit dem quadratischen Teilkörper K,/N, notwendig die Beziehung: 
Wenn es kein | mit der Eigenschaft 
e«h=?,e=2,f—1 (lin K voll-verzweigt oder also | in K, verzweigt) 
Pi gibt, so sind die | mit der Eigenschaft 
«ht, <®r,f>1 (lin K unzerlegt und partiell-träge oder also | 
in K, träge) 
in gerader Anzahl vorhanden. 








Der Beweis ergibt sich ohne weiteres aus dem starken Einschränkungssatz, wenn 
man beachtet, daß für die in K, unverzweigten | gilt: 


Pau, Ko\ __ [Ko \ 
( IM 


Schwacher Existenzsatz (zyklischer Fall mit Primzahlpotenzordnung). Es sei !’ eine 
Primzahlpotenz. Für eine endliche Menge DO von Primstellen o von seien Paare natür- 
licher Zahlen e,, f, vorgegeben, die den lokalen Bedingungen (L) genügen. 

Unter den speziellen Voraussetzungen (V°) und (V,.) sollen zudem die den „micht- 
quadratischen‘‘ Primteilern | von 2 in zugeordneten Zahlenpaare e,, f; der Bedingung (BP) 
genügen. 

Dann existieren unendlich viele zyklische Körper K/Q vom Grade l’ derart, daß die 
Primstellen vo aus D die Zerlegungszahlen e,, f, haben. 

Wieder stellt diese korrekte und bestmögliche Formulierung des schwachen Existenz- 
satzes fest, daß die durch den voranstehenden schwachen Einschränkungssatz gegebene 
notwendige Bedingung als Zusatzbedingung auch hinreicht. 

Der Beweis des schwachen Existenzsatzes wird sich ohne Schwierigkeit aus dem 
starken Existenzsatz durch geeignete Wahl von ®-Charakteren x, zu den vorgegebenen 
Zahlenpaaren e,, f, ergeben. Indem man die weitergehende Aussage des starken Existenz- 
satzes im zyklischen Fall mit Primzahlpotenzordnung ausnutzt, erhält man auch wieder 
eine entsprechende weitergehende Aussage des schwachen Existenzsatzes und damit 
wie oben dessen Verallgemeinerung auf den allgemein abelschen Fall. Ein näheres 
Eingehen auf diese letzteren Punkte erübrigt Sich wohl. 

Aus dem schwachen Existenzsatz liest man dann unmittelbar ab, daß für den 
ganz schwachen Existenzsatz, zunächst im zyklischen Fall mit Primzahlpotenzordnung, 
keine einschränkende Zusatzbedingung erforderlich ist, da ja bei Vorliegen der speziellen 
Voraussetzungen (V°P), (V.) die Zusatzbedingung (BP) bei gegebenen n, durch die mit 
den lokalen Bedingungen (L) verträglichen Vorschriften 


e=1, f,=n, für die endlichen 042, 

an, fe] für die endlichen vo=1]2, 

nn, h>1 für die unendlichen vo 
trivialerweise erfüllt wird. 


11. Schließlich werde ich in $4 zwei weitere Ansätze für den Beweis des starken 
Existenzsatzes besprechen, die durch die inzwischen von Chevalley gegebene neue Be- 
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gründung der Klassenkörpertheorie!!) nahegelegt werden. Das Ziel beider Ansätze ist, 
den auf die Kongruenzdivisorengruppen gestützten Takagischen Klassenkörperbegriff 
und den zugehörigen Existenzsatz zu vermeiden, vielmehr die zu beweisende Existenz- 
behauptung aus dem auf die lokalen Komponenten gestützten Chevalleyschen Klassen- 
körperbegriff und zugehörigen Existenzsatz zu folgern, womöglich auch ohne Heran- 
ziehung des analytisch fundierten Frobeniusschen Dichtigkeitssatzes''*). Im Hinblick auf 
die Form der Fragestellung, die einen Sachverhalt im Großen bei vorgeschriebenem Ver- 
halten im Kleinen zu realisieren sucht, erscheint ja diese Methode viel naturgemäßer als 
die damals von Grunwald benutzte. Ob sie mit den verlangten Einschränkungen voll- 
ständig durchführbar ist, muß eine weitere Untersuchung lehren. Auf jeden Fall ergibt 
sich so eine interessante Beleuchtung der Grunwaldschen Fragestellung durch die Begriffs- 
bildungen der Chevalleyschen Theorie und umgekehrt. 


$1. Die Radikandenklassengruppe eines Einheitswurzelkörpers 
von Primzahlpotenzordnung. 


1. Es sei ein beliebiger Erweiterungskörper des rationalen Zahlkörpers P, ferner 

?’ eine Primzahlpotenz und N, der Körper der !’-ten Einheitswurzeln über N. 
fi. 
Eine Zahl «+0 ausQ, für die Yx in N» liegt, heiße kurz ein !’-ter Radikand für 
Ri. 

N»/Q und Vx ein zugehöriges !’-tes Radikal von Ny/Q. Die P’-ten Radikanden x für 
N»/Q bilden eine Untergruppe R der Multiplikationsgruppe N*, in der die Untergruppe 
Q*” enthalten ist, die sich also aus !’-Klassen « Q*” zusammensetzt. Im folgenden soll 
die P’-te Radikandenklassengruppe Rjax” für Qy/Q bestimmt werden. 

2. Für !#2 gilt einfach: 

Satz1. Die U-te Radikandenklassengruppe Rax” für Qy/Q (l=#2) besteht nur aus 
der l’-Hauptklasse ar”, 

Pi. 

Beweis. Sei a ein !’-ter Radikand für N»/Q und Vx ein zugehöriges !’-tes Radikal 

von Ny»/Q. 


Zunächst sei nur benutzt, daß & in Q, liegt. Die Galoisgruppe von N»/Q, ist eine 
Untergruppe der Galoisgruppe von P,»/P,, also wegen +2 zy- 





Q 
” klisch von einer Ordnung ?’”* (1<u<s»); dabei bestimmt sich 
Pr aus Q,NP»=P,. oder also als der höchste Exponent usv 
mit Q,=Q, (Fig. 1). Die Galoisgruppe von N,/Q, ‚wird dann 
erzeugt durch die Substitution 
2rQyu S= (> eo mit S’=1, 
Ru wo {,„ eine primitive ?’-te Einheitswurzel bezeichnet. Weil 
JR RE 
pi (j x) =xind, liegt, gilt 





B P_s Pi. 
Fig. 1. V 9 & V & 
11) O1. Chevalley, La theorie du corps de classes, Ann. of Math. 41 (1940), 394—418. 


118) Den letzteren vermeidet Wang in seiner inzwischen erschienenen weiteren Arbeit (l. c. ®)) durch 
Anwendung einer elementaren Wendung das Existenzschlusses von @. Whaples, Duke Math. Journ. 9. 





gg ans zutz SDepemnen 
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Hasse, Zum Existenzsatz von Grunwald in der Klassenkörpertheorie. 49 


mit einem gewissen Exponenten a mod. !’. Wegen S””=1 hat man für diesen 


A. (14) A _ 1 
”-_ e 7? aul’-H , 
1={» . =([p u =(p mit uE( mod. 1, 


also a= (0) mod. “, und somit 
P,—3 a, er 
V a = Ip Va 
mit einem gewissen Exponenten a, mod. !’”*, Vergleich mit 


A, S Al „ao 
Lu . Ip Ip 
ergibt 
w 
PP Ay ® . 
Va=%ps, mit ,inQ,, 
und daher 
a=1lnQ.. 
rw 


Sei jetzt benutzt, daß x sogar in Q liegt. Da der Grad von N,/Q in 1—1 aufgeht, also 

prim zu / ist, folgt dann durch Normbildung weiter auch 
7 lin Q. 
Damit ist Satz 1 bewiesen. 

3. Für !=2 liegen die Verhältnisse deshalb komplizierter, weil P„/P im Falle v> 3 
nicht mehr zyklisch ist. Wird der triviale Fall »„=1 mit 
P,=P, 9,=N, R=N*? beiseite gelassen, also »> 2 voraus- 
gesetzt, so kommen für den Durchschnitt QNP,, der bekann- 


ten Struktur von P,/P entsprechend, die Körper der fol- 
genden drei Typen in Betracht (Fig. 2): 





a) die komplexen, für « > 3 nicht-zyklischen Körper P;u 
(u=2,...,») [in der Figur: @], 

b) die komplexen, zyklischen Körper P5. (n=2,...,v— 1) 
[in der Figur: & |], 

c) die reellen, zyklischen Körper Pu (u=2,...,9) [in 
der Figur: ]. 
Dabei ist jeweils P9. der größte reelle Teilkörper von P;., 
und Pr ist der dritte quadratische Teilkörper des Kompo- 
situms der beiden quadratischen Körper P,. und Pur 
über Pu. 

Der quadratische Körper P$../P}. hat die schon in 
der Einleitung angegebene Kummer-Erzeugung 








Prn=P%lVaı) mit Ay (ut m) + 2= (+ Gun)’, Fig. 2. 


wo L,. eine gemäß &zur = Lu normierte Folge primitiver 2“-ter Einheitswurzeln ist. 
Dabei ist der Radikand A,., als Hauptdivisor betrachtet, der einzige Primdivisor von 2 
u ö u-2 6 : a e 

in Pin; mit Aön —?2. Die beiden anderen zuvor genannten quadratischen Körper 


P,u/Pn, Pzu/P$. haben übrigens die Kummer-Erzeugungen 


at 
P,u = Pin () — , Par = P2 (V-3,) . 

Die rekursiv durch 

Ay =8, Ayur = V Au 4 2 


Journal für Mathematik. Bd. 188. Heft 1. 7 
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definierte Radikandenfolge A,. wird für die zu behandelnde Aufgabe eine Rolle spielen. 
Im Falle u=» (und QN P„=P},), wo P%.ı nicht mehr in P,, enthalten ist, wird dabei 
statt A,» die Assoziierte 

Cop Ay = (1+ &,>)” 
auftreten, die nur in P,, nicht mehr in P9, (und damit in Q) liegt; jedenfalls liegt aber 
die 2’"1.te Potenz 

=> .’ 
— Ay = (1+ 6») 

in P$, (und somit in Q), worauf es allein ankommen wird. 


4. Sei auch weiterhin der triviale Fall»=1 mit Q,=Q, R=N*? beiseite gelassen. 
Dann gilt: 

Satz2. Ist QNP»=P,. oder P,;. (komplex), so besteht die 2’-te Radikanden- 
klassengruppe R/Q*® für Q,/Q nur aus der 2’-Hauptklasse or, 

Ist aber QNP„=P%, (reell), so ist R/Q*® von der Ordnung 2, erzeugt durch den 


nicht-trivialen Radikanden 
A = (Va) = (nt ign)” für 2<u<v 


v-1 ni v v 
— au = (VepA)” = (14 29)” für u=v 
Beweis. a) Ist QNP„=P,.(2<Su<»), so ist die Galoisgruppe von Q,„/Q zyklisch, 
erzeugt durch die Substitution 


s-(„>&”) mit 8 


* 


er 


=1. 

Dann überträgt sich der bei Satz 1 für 0»/Q, (= Ny»/Q;.) ausgeführte Beweisteil wörtlich 

auf 0,/Q,: (= Q,/Q,u) und liefert die Behauptung, weil in vorliegendem Falle n2—=Q ist. 
b) Ist QNP„=P,(2<Su<p), so ist die Galoisgruppe von Q,/Q ebenfalls zy- 

klisch, jetzt erzeugt durch die Substitution 


rory-u " 


S= (2, > ww, mit S =1. 
Ähnlich wie im Beweis von Satz 1 hat man hier, wenn 
!_o gr 
a Va 
mit einem Exponenten a mod. 2” angesetzt wird, notwendig 
er _, (+22 #_ı 
age Er 99-1 


1a, 1 l, TE on mit +0 mod. 2. 


also a=(0 mod. 2, und somit 


4 = g ,‚ JE 
Va =G'Va 


. . ’ ke! . . 
mit einem Exponenten a, mod. 2’””. Vergleich mit 


a5’ —4(2+2") ‚a — 20, (1+ 21) „a 
Is =L6y wel >, 
wobei a, aus —ay(1+ #71) = a, mod. 2°” bestimmt wird, ergibt 
I 
/ Ex Ag . ” 
Vx={»%, mit a,in Q, 


und damit die Behauptung 
1 in Q. 





2) 


ss 
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ec’) Ist QNP„=Py (2Su<p), so ist die Galoisgruppe von Q,„/Q nicht mehr 
zyklisch, sondern hat die beiden unabhängigen Erzeugenden 
s=(,>&”), 7=-(u>&)) 
mit 
s’=-1, T=1, ST=T8. 


Setzt man dann an 
PD 


ii & Vz, * = » Va, 


so folgt aus Ss?" wie vorher a=0 mod. 2%, also a=2"a, mod. 2”, ferner aus T?—=1 
keine Einschränkung für b mod. 2’, aber aus ST=TS gemäß 


2’_sq ah 15 a” 
iR ae —b(1+2") „a V x 
Vx = Cop (a Va ’ l x = Ip Cor 
die Einschränkung 


2b 
v=& ’ 


also 2a=2*b mod. 2”. Zusammengenommen hat man 2%*+1a,= 2%*b mod. 2’, wegen 
A+1<sv somit notwendig b=() mod. 2, also b=2b, mod. 2’, und demgemäß 


We 


s .. _ er u _ 
V =+ Lo» V ’ Va" en = Ip Vx 
mit unbestimmtem Vorzeichen in der ersteren Relation. Vergleich mit 


25, 


m _ 6 u 9 T_ 1. Sy» & 


und 
—s —T —— 
Va =— Va, Vize = Van 
ergibt 
I - 
Va = & % bzw. — VA = %, mit a, aus Q 
je nach dem offengebliebenen Vorzeichen, und damit die Behauptung 
gr-1 he 
a1 bzw. Au in Q. 


ec’) It QNP„=P%, so fällt in dem oben geführten Beweisteil die Erzeugende 
S(=1) fort, und man kann nicht mehr auf b=0 mod.2 schließen. Da aber hier die 
Galoisgruppe von N,/Q zyklisch (von der Ordnung 2) mit der Erzeugenden 7 ist, 


I 
ergibt sich durch Vergleich von V« mit (1+ L.)? gemäß 
+ 
ohne weiteres 
V&=(142£,”a, mit a, aus, 
und damit die Behauptung 


Damit ist Satz 2 bewiesen. 
7* 
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$ 2. Beweis des starken Existenzsatzes nach dem Vorbild von Grunwald. 


1. Es sei jetzt Q ein endlich-algebraischer Zahlkörper und & eine zyklische Gruppe 
von Primzahlpotenzordnung n=!’. Die Primzahlpotenzeigenschaft von n wird erst 
am Schluß des Beweises (bei der Anwendung der Ergebnisse aus $ 1) benutzt werden. 
Da es sich um den zyklischen Fall handelt, kann & als die Gruppe der n-ten Einheits- 
wurzeln gedacht werden, was die Darstellung an einigen Stellen formal vereinfacht. 

Es sei ferner eine endliche Menge D von Primstellen vo von Q vorgegeben und zu 
jeder solchen ein ®-Charakter %, der o-adischen Multiplikationsgruppe Q, oder also, 
bei der angenommenen konkreten Realisierung von ®, ein Charakter im gewöhnlichen 


Sinne der n-Klassengruppe QX/QX”. Die Führer der x, seien mit f, bezeichnet. 


2. Es bezeichne V die Divisorengruppe von Q, und es sei W eine endliche Menge 
von Primdivisoren w von Q, von der zunächst nur vorausgesetzt sei, daß sie ein volles 
Vertretersystem ® für die Klassen einer Basis der n-Divisorenklassengruppe A/A”"N” 
von Q enthält, das aus einem später hervortretenden Grunde aus nicht in n steckenden 
Primdivisoren bestehen möge. Unter W sei die durch % bestimmte Gruppe derjenigen 
Zahlen & aus Q* verstanden, deren Ordnungszahlen w,(®) der Bedingung 


(1) w,(®)=0mod.n für alle Primdivisoren p von Q außerhalb WW 


genügen. Diese Zahlgruppe W enthält N*” als Untergruppe, und die Faktorgruppe 
W/Q*" ist endlich; es handelt sich ja bei ihr einfach um die n-Klassengruppe in Q zur 
Gruppe der ®-Einheiten aus Q, d.h. der nur aus den endlich vielen Primdivisoren m 
aus W zusammengesetzten Zahlen aus N. 

Nach der Voraussetzung über % besitzt jeder Divisor a von Q, im Sinne der Gleich- 
heit = in Q bis auf n-te Divisorpotenzen von N, eine Darstellung der Form 


(2) az IIw”-x in Q 
im 


mit ganzzahligen Exponenten a,, (auf die es nicht ankommt) und einer Zahl x aus N* 
(auf die es ankommt), und zwar liegt dabei x genau bis auf willkürliche Faktoren » aus 
der eben definierten Zahlgruppe W fest. Die auf diese Darstellung (2) gegründete Zu- 
ordnung aX"—>xW ist somit ein Homomorphismus der n-Divisorengruppe A/A” auf die 


Faktorgruppe Q*/W der n-Klassengruppe N*/Q*". 
3. Es werde ein nicht in DO vorkommender Hilfsprimdivisor q von Q mit der Eigen- 
schaft 


(3) N(g)= 1 mod.n 


gewählt, und es sei %, ein demgemäß vorhandener &-Charakter von Q, von der Ordnung 
n und vom Führer j,=q. Als ®-Charakter der vollen Gruppe Q% liegt y, durch diese 
Forderungen nur bis auf Substitutionen der Form 4,0% x, (u, v» mod. n und » prim zu n) 
fest, wo Ö, ein &-Charakter von 2 von der Ordnung n und vom Führer q® ist!2); in der 
Einheitenuntergruppe E, und daher auch in der zugehörigen n-Klassengruppe E, 2x"0x" . 
auf die es im folgenden allein ankommt, liegt demnach y, bis auf einen willkürlichen 
Automorphismus von & fest. 

Der Hilfsprimdivisor q nebst dem zugeordneten ®-Charakter x, werde weiter deı 
Forderung 


(4) II %(®)-x,(@)=1 für alle © aus W 


12) Siehe hierzu die später in 7 gegebene schematische Übersicht über die G-Charaktere der Q,°. 








|- 
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unterworfen; die Erfüllbarkeit dieser Forderung (4), zusammen mit der obigen (3), durch 
die Primdivisoren einer Frobeniusschen Abteilung % von der im Satz angegebenen Art 
wird die Hauptlast des Beweises darstellen. Auf Grund der Darstellung (2) wird dann durch _ 


(5) x(a)= II %o (&%) * Xu (&) 


eindeutig ein &-Charakter x der Divisorengruppe X von Q definiert, und zwar hat x die 
Ordnung n und den Führer 
f= IT fo "fa IT fo 4 


Zu der durch y(a)=1 in der Gruppe A, der zu f primen Divisoren a von Q2 definierten 
Strahlklassengruppe vom Index n und Führer f existiert nach dem Takagischen Existenz- 
satz ein zyklischer Körper K/Q vom Grade n als Klassenkörper. In ihm ist außer den 
Primstellen o aus O (soweit f,+1) nur noch der Hilfsprimdivisor q verzweigt, und zwar 
ist q voll-verzweigt, weil die Komponente x, von q die Ordnung n hat. Nach dem Artin- 
schen Reziprozitätsgesetz existiert ferner ein Isomorphismus @ der Galoisgruppe von 
K/Q auf die Gruppe & derart, daß für das Artin-Symbol von K/Q in dessen Definitions- 
bereich X, die Beziehung 


) Pre (*- x 
gilt. 


4. Um aus (A*) auf die zu erfüllenden Beziehungen (A) für die Normsymbole von 
K/Q schließen zu können, werde jetzt die zu Beginn des Beweises gewählte endliche 
Primdivisorenmenge % endgültig dadurch festgelegt, daß sie außer dem geforderten 
(nicht in » steckenden) Basisklassenvertretersystem ® für A/A”N* alle Primdivisoren 
(endlichen Primstellen) aus der vorgegebenen Menge OÖ und keine weiteren Primdivisoren 
enthalten soll. Da sich durch diese Erweiterung von ® der Umfang der durch (1) zu- 
geordneten Zahlgruppe W vergrößert, wird hierdurch der Inhalt der obigen Forderungen 
(4) verstärkt. Indem man diese Verstärkung ausnutzt, kann der Schluß von (A*) auf 
(A) in der folgenden einfachen und durchsichtigen Weise geführt werden. 

Sei o eine Primstelle aus O und «, eine Zahl aus 0X. Zu ihr werde eine Hilfszahl 
* aus Q* mit den (multiplikativen) Kongruenzeigenschaften 


(6) = a,mod.f,, a1 mod.“ -- 
gewählt. Dann hat man 
(7) af 0” (eo) = 0”o(*o) a, 


mit einem zu f primen Divisor a, von N; falls o unendlich, sei (7) sinngemäß einfach 
als a* a, verstanden. 

Nach den Regeln für das Normsymbol (insbesondere der Produktformel) und unter 
Beachtung von (6), (7) hat man nun 


ae I =; 


Nach (A*) folgt daraus ( 








&%p K\P 

2 ) =x(a,)- 

Weil ® die Primdivisoren aus OÖ enthalten sollte, kann (7), nach a, aufgelöst, als Dar- 
stellung der Form (2) des Divisors a, angesehen werden, mit zugeordneter Zahl af. Nach 
der Definition (5) von x hat man daher weiter 


(=)- IT_ (65) "2. (69)- 


D o’in O 
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Wegen der Kongruenzeigenschaften (6) von «* ist aber 


Hl) =) ll +0), ah)=1. 
So ergibt sich schließlich 





und zwar für jede Primstelle o aus O und jeweils alle Zahlen &, aus 0X. Das bedeutet 
aber das Bestehen der im Satz verlangten Beziehungen (A). 

Damit ist der Beweis des starken Existenzsatzes in seiner genaueren Formulierung 
auf den Nachweis zurückgeführt, daß — wenn im Falle des Vorliegens der speziellen 
Voraussetzungen (V), (V.) noch die Bedingung (B,) erfüllt ist — den Forderungen 
(3,) (4) durch die Primdivisoren q einer (DO ausschließenden) Frobeniusschen Abteilung 
5=-%(0,6, &%) in Q zu einem galoisschen Körper A=A(Q, &, DO) über N genügt wird. 
Es wird sich herausstellen, daß dies in der Tat der Fall ist, wenn nur — wie in der For- 
mulierung des Satzes bereits angegeben — unter gewissen Umständen die gegebene Prim- 
stellenmenge D von vornherein noch um einen geeigneten Primdivisor 0 und dement- 
sprechend das ®-Charaktersystem X noch um einen geeigneten &-Charakter xy, erweitert 
wird (wobei dann 0, x, sogar auch in die Behauptung (A) eingeschlossen werden). Natür- 
lich kann eine solche Erweiterung von DO und X ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit 
vorgenommen werden. 


5. Die Forderung (3) läuft darauf hinaus, q als die Relativnorm q=N(Q) eines 
nicht in n steckenden Primdivisors Q vom Relativgrade 1 des n-ten Einheitswurzel- 
körpers Q, über Q zu wählen. Da dann Q,=(N,). ist, wird der ®-Charakter x, bei 


Beschränkung auf die Einheitengruppe E, — oder etwas allgemeiner die zugehörige 


n-Klassengruppe E,0"/0x"—bis auf einen sowieso bei seiner Wahl willkürlich gebliebenen 


Isomorphismus von & das n-te Potenzrestsymbol (3), Demnach laufen die For- 


derungen (4) darauf hinaus, das Gleichungssystem 


(8) (3) = I %4(®) für alle» aus W 


durch nicht in n steckende Primdivisoren ersten Relativgrades Q von Q,, jeweils mit 
einem willkürlichen, von » unabhängigen, primen Exponenten », mod.n zu erfüllen. 
Die oben gestellte Forderung, daß q=N (OÖ) nicht in DO vorkommt, braucht dabei nicht 
mehr besonders angeführt zu werden; denn für nicht in n steckende Primteiler O, in Q, 


von Primdivisoren aus O sind die n-ten Potenzrestsymbole (£) nicht sämtlich definiert, 
n 


weil für diese Q, nicht alle w,(®)= 0 mod.n sind. Wie der Vollständigkeit halber bemerkt 
sei, kann es aber nicht in n steckende Primdivisoren Q, ersten Relativgrades von Q, 
geben, für die 9=N(Q) zwar nicht in ©, aber in der anderen Konstituente ® von W 
vorkommt und für die alle w,(w)=0 mod.n sind; solche Q, sind dann im Sinne des 
Beweises zulässig. 

Nun ist, wie schon gesagt, die der Zahlgruppe W in N zugeordnete n-Klassengruppe 
W/Q*” endlich. Erst recht ist daher die W in Q, zugeordnete n-Klassengruppe W0X" 0%" 
endlich. Sei 


A=N(9,6,9)=-0,V/W)=a(V 1,/W) 
der ihr zugeordnete über N, Kummersche, über N galoissche Körper und 9 die abelsche 


Galoisgruppe von A/Q,. Dann drücken sich die n-ten Potenzrestsymbole (5), für die 














tet 
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& aus W sämtlich durch das eine Artin-Symbol (5) vermöge der Beziehungen 
A 


jr. ö)_ (2),/o für alle aus W 


aus, so daß die Forderungen (8) sich auch in der Form 


(9) re _ (IT %(®)) Vo für alle ® aus W 


schreiben lassen. Sie verlangen, O, als nicht in n steckenden Primdivisor ersten Relativ- 


grades von Q, so zu wählen, daß irgendeine der Substitutionen (5)” (v. prim zu n) 


aus der Abteilung in $ des Artin-Symboles (3) bei Anwendung auf die Radikale Vo 


von W die vorgegebenen n-ten Einheitswurzeln II x,(®) als Faktoren liefert. 
o 


Bei Anwendung irgendeiner Substitution $ aus $ auf die Radikale Vo von W gilt 
nun bekanntlich 3) 


(10) Vo =y,(8) f> für alle » aus W, 


wo die y, den » zugeordnete Charaktere von 9 sind, und zwar ist dabei die Zuordnung 
®—%y, ein Isomorphismus der Radikandenklassengruppe W0*"/QX*” von A/Q, auf die 
Charaktergruppe Y von &. Für jedes feste S aus $ ist demnach das in (10) auftretende 
Einheitswurzelfaktorensystem y,(S), als Funktion von » aus W betrachtet, ein durch 


S als Parameter gekennzeichneter Charakter von = W0X"/QX” ; und nach dem Dualitäts- 
satz für die Charaktere endlicher abelscher Gruppen erhält man so gerade alle Charaktere 
von = W0X"/QX*”, wenn S alle Elemente aus $ durchläuft. 

Im ursprünglichen Grundkörper Q stellt sich die in Rede stehende Radikanden- 
klassengruppe nach dem gruppentheoretischen Reduktionsprinzip in der Form 


war" /ax"=W/Wwn 
dar. 
Hiernach muß, wenn die Forderungen (9) erfüllbar sein sollen, notwendig gelten: 


(11) II x,(®) ist ein Charakter von W/WNa%”, 
vo 


und wenn dies der Fall ist, existiert auch wirklich eine (und nur eine) Substitution S aus 
9 derart, daß 


(12) y,(S)=IIx,(®) für alle» aus W 


gilt. Nach (10) erfüllen dann genau diejenigen PrimdivisorenQ, von Q, die Forderungen (9), 
welche der durch diese Substitution $ gemäß 


(13) (5)°=8 mit primen v, moJ.n 


definierten Frobeniusschen Abteilung $,=%,(0, &, &) zum Kummerschen Körper A/Q, 
angehören, so daß dann die Existenz unendlich vieler solcher Q, die zudem nicht in 
n stecken und den Relativgrad 1 in bezug auf Q haben, nach dem Frobeniusschen Dichtig- 
keitssatz sichersteht. 

Wenn die für den hier verfolgten Beweisgang als notwendig erkannte Zusatz- 
bedingung (11) erfüllt ist, ist nach alledem die in der genaueren Formulierung des Exi- 


13) Siehe dazu etwa H. Hasse, Invariante Kennzeichnung relativ-abelscher Zahlkörper mit vorgegebener 
Galoisgruppe über einem Teilkörper des Grundkörpers, Abh. Deutsche Akad. Wiss. Berlin, Math.-naturw. Kl. 
1947, Nr. 8 (1949), $4, Satz 1. 
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stenzsatzes ausgesprochene Aussage in allen Stücken richtig. Man beachte dazu noch: 
die Zugehörigkeit von Q, zu der durch (13) mit $S aus (12) definierten Primdivisorabteilung 
Gn=FnN,G, X) für den Kummerschen Körper A/Q,, zusammen mit den Forderungen, 
daß DO nicht in n stecken und den Relativgrad 1 in bezug auf N haben soll, bedeutet die 
Zugehörigkeit von q=N(Q) zu einer bestimmten Primdivisorabteilung $=F(N, ©, &) 
für den galoisschen Körper A/Q. 

6. Zur Vollendung des Beweises bleibt demnach noch zu zeigen, daß die Aussage 
(11) richtig ist, wenn im Falle des Vorliegens der speziellen Voraussetzungen (V), (V,) 
die Bedingung (B,) erfüllt ist, nötigenfalls nach Hinzunahme eines geeigneten Prim- 
divisors o nebst einem geeigneten ®-Charakter x, 
Trivialerweise ist nun das Einheitswurzelfaktorensystem I %(®) ein Charakter 


der n-Klassengruppe W/Q*". Für die Gültigkeit von (11) kommt es darauf an, ob schärfer 
IT %(e)=1 für alle o aus WNNX” 


gilt. Der hier auftretende Durchschnitt WNNX” besteht nun gerade aus den in der Zahl- 
gruppe W aus N vorkommenden n-ten Radikanden o für Q,/Q im Sinne von $1. Nach 
den dortigen Sätzen 1, 2 — jetzt wird die Primzahlpotenzeigenschaft von n =!’ benutzt — 
ist mithin im allgemeinen 

wnaf"=0*", also WIwWnax”=W/a”"; 


Dann ist die Aussage (11) trivialerweise richtig. 
Lediglich im Spezialfall 


(14a) I=2, v22, OQNP,„=P}. mit 2<susv 
kann WNQNX” echte Obergruppe von N*” und damit W/WNNX” echte Faktorgruppe 
von wa” sein, und zwar tritt dies genau dann ein, wenn der in Satz 2 angegebene, 
wesentlich einzige nicht-triviale 2’-te Radikand L. für Q,/QN zur Zahlgruppe W gehört. 
Wegen 


gr-1 


(15) Be ET a 


u 


ist das gemäß der Definition (1) von W genau dann der Fall, wenn ® alle im Sinne der 
Einleitung „ungeraden‘‘ Primteiler { von 2 in N enthält. Nun war ® aus einem Basis- 
klassenvertretersystem ® für A/A”"Q”* und den Primdivisoren aus DO gebildet, und dabei 
sollte das System ® aus nicht in n (also hier aus nicht in 2) steckenden Primdivisoren 
bestehen. Demnach liegt der in Rede stehende Ausnahmefall genau dann vor, wenn 
neben (14a) auch noch gilt: 


(14b) OD enthält alle ‚„‚ungeraden‘‘ Primteiler [ von 2 in Q. 


In diesem Falle ist 
wno;"=lt,,o”", also wiwno:”=wilt a“; 

daher ist die Aussage (11) hier dann und nur dann richtig, wenn die Bedingung 

(16) IT) =1 
erfüllt ist. 

7. Die Voraussetzungen (14a, b) umfassen noch mehr Fälle als die Voraussetzungen 
(V), (Vo), und die Bedingung (16) enthält noch mehr Faktoren als die Bedingung (B,) 
des starken Existenzsatzes. Zur Vollendung des Beweises sind (14a, b) auf (V), (V,) 
und (16) auf (B,) zu reduzieren. Dies geschieht durch möglichst weitgehende explizite 
Bestimmung der Charakterwerte x,(A%,,) aus (16) unter den Voraussetzungen (14a, b). 
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Allgemein bilden die ®-Charaktere x, einer o-adischen Multiplikationsgruppe N 
eine zur n-Klassengruppe QX/QX*” isomorphe Gruppe X, 
Im Falle einer endlichen Primstelle vo hat N* eine direkte Zerlegung 
2, ={m} XE,, 
wo o ein festgewähltes Primelement zu vo und E, die v-adische Einheitengruppe ist. 
Dementsprechend hat X, eine direkte Zerlegung 
X%,= {9} xW,, 
wo d, ein erzeugender ®-Charakter des unendlichen Zyklus QX/E, und Y, die &-Charakter- 
gruppe von E, ist. Dabei ist der Charakter ®, durch 
9,(®) =(, d,(E) =1 
festgelegt, wo Z, eine festgewählte primitive n-te Einheitswurzel ist; und die Charaktere 
y, aus Y, sind durch die Festsetzung 
y,(o)=1 
von der Untergruppe E, auf die volle Gruppe N erweitert gedacht. Jeder ®-Charakter x, 
von Q, besitzt demgemäß eine eindeutige Darstellung 


(17) 4=d°y, (x, mod.n, y, in W,). 
Für die Charakterwerte gilt dabei 


(18) 4()= 9, (yet le), wenn x=w")g (ein E.) 


Man beachte, daß hierbei der Exponent x, mod. n und die Komponente y, wesent- 
lich von der Festlegung des Primelements » zu o abhängen (und x, mod. n auch noch 
von der Wahl der primitiven n-ten Einheitswurzel Z,). 

Im Falle einer unendlichen Primstelle o, wo QX=E, ist, sei die Darstellung (17) 
sinngemäß einfach als y,=y, verstanden. 

Die Struktur der ®-Charaktergruppe Y, von E, ergibt sich aus der Isomorphie 
zur n-Klassengruppe E,/E}, deren Struktur für eine Primzahlpotenz n=!" bekanntlich 
die folgende ist: 

a) voendlich, of! Zyklus der Ordnung = (No) —1, P), 

direktes Produkt ausn Zyklen der Ordnung /’ und einem Zyklus 

En Ordnung !?=(l”, 7), won der Absolutgrad von Q, und !” 

die Ordnung der höchsten in Q, vorkommenden Einheitswurzel 
von !-Potenzordnung ist!) 


b) v_endlich, o|l | 


ce) o unendlich Zyklus der Ordnung D— (2, !). 
Für die endlichen o mit ofl und die unendlichen v sei unter r, ein erzeugender 


@-Charakter von E, verstanden, also ein primitiver !”°-ter Restcharakter mod. o bzw. 
der Vorzeichencharakter für o (wenn !=2), und es sei in (17) demgemäß 


(19) y=ry (y, mod. l®) 
gesetzt. 

8. Alles dies wird jetzt unter den speziellen Voraussetzungen (14) (also insbesondere 
mit Z=2) zu einer möglichst weitgehenden expliziten Bestimmung der Charakterwerte 
X (44 ,) aus (16) gebraucht. Dabei sind die Charaktere x, als durch ihre Exponenten 


u,» 
14) Siehe dazu etwa H. Hasse, Zahlentheorie, Berlin 1949, $ 15, S. 177 o. 


Journal für Mathematik. Bd. 188. Heft 1. 
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x, mod. 2° und ihre Komponenten y, aus (17) (in bezug auf ein festes System von Prim- 
elementen » zu den endlichen o) gegeben zu denken, und die y, für die 04/2 als durch 


ihre Exponenten y, mod. 2” aus (19). 
Nach (18) und unter Berücksichtigung der Primzerlegung (15) von E, hat man 
zunächst die Reduktion 


yolA,,,) für 042 | 
(20) Kuda) = | | 


I-n""ya*,,) für o=1]2 


auf die Komponentenwerte y,(A}, ,)- Diese lassen sich weiter für alle o außer den „geraden 
nicht-quadratischen“ 12 explizit bestimmen. Dazu sind die oben zusammengestellten 
drei Fälle für o zu unterscheiden und außerdem jeweils die beiden Fälle aus der Definition 


ze | u für 2<u<»| 
[2% für u=v | 
a) vo endlich, 042; "= (N(0)—1, 2°). 
Nach (19) ist dann 


u) =10,)”= | 


Hierin ist zunächst 





9r-1 


TE (Ay) für 2<u<ol 
DE fürn | 


o’0 
2 


2 > für N (0) #1 mod. %(v,<») 
u(—1)=(-1) = No—1 
(—1) ” für N(o)= 1 mod. %(v,=») 


Ist ferner N(o) =# 1 mod. 2° (v,< »), so ist trivialerweise 
n (Ay)=1. 


Ist dagegen N(o)= 1 mod. % (v, =»), i (+), das quadratische Restsymbol 








nach v in Q, also 


* 
jenigen Kongruenzdivisorengruppe in Q, zu welcher der relativ-quadratische Körper 


Ai) =QPlurı Klassenkörper ist. Diese besteht nach dem Verschiebungssatz der 
Klassenkörpertheorie aus den zu 2 primen Divisoren a von N mit N(a)= +1 mod. #+!., 
Im Falle 2 <u<» gehört daher ein Primdivisor 042 mit N(o)= 1 mod. % zu ihr, so 


daß dann 


Nun ist das quadratische Restsymbol (=), in Q der erzeugende Charakter nach der- 


=), -1 


N) 
ist, während das im Falle u=» genau dann zutrifft, wenn sogar N(o)= 1 mod. +! ist, 


so daß dann 
RN(o)—1 


en "u 


ist. Zusammengefaßt hat man damit 
1 im Falle 2<u<v 


(21a) Ya)! [(-1)* für N(o)+ 1 mod. 2 
1 für N(o)=1 mod. 9% 


| im Falle u=» 
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b) o endlich, o=1|2, [ „quadratisch“ oder „ungerade“. 





v-ı 
Ist I „quadratisch“, also Au==1 und somit A%. >1 in Q,, so ist trivialerweise 


im Falle 2Su<v 
(21 b) Yı A) . ° 
y(—1) im Falle u=» 
Dies gilt aber ersichtlich auch, wenn [ ‚ungerade‘ ist, sofern das der Darstellung (17) 
zugrunde liegende Primelement &=A von Q, so normiert wird, daß einfach 


(22) AuziT in Q, 


ist, also in (18) für der Einheitsfaktor ez 1 in Q, wird. Eine solche Normierung 
von A ist für die „ungeraden‘“ [ möglich, weil in der Darstellung e=eon einer l-adischen 
Einheit e als Produkt einer (R(l)—1)-ten Einheitswurzel o und einer [-adischen Eins- 
einheit n der Faktor oe sicher eine 2-te Potenz und der Faktor n bei ungeradem e, eine 
e,-te Potenz ist. 


c) vo unendlich; =2. 





Dann ist 
1 im Falle 2<Su<v)] 


21lc ’ 
nn (—1)”” im Falle u=» | 


da E total-positiv ist. 
Nach den Formeln (20) und (21) reduziert sich die Bedingung (16) unter den Vor- 


aussetzungen (14) auf 
PLZ" 


(231) (_y! = im Falle 2<u< », 


ji u Z*ry, 
IT’ y(—1)- IT"u-Dwi (Ap) I y(—) 1)’ =1 


im Falle u=», 


z 


BP 
(231) (—1)! 


wobei erstreckt sind: 


5’, IT’ über die sämtlich in O vorkommenden „ungeraden“ [|2, 
rn 


II’ über die eventuell noch in O vorkommenden ‚geraden nicht- 
I 


quadratischen‘ [|2, 


I über die eventuell in O vorkommenden ‚‚quadratischen“ | u, 
1 

Ri: 

o 


* über die in vorkommenden endlichen 04 2 mit X (0) = 1 mod. 2’ und 


unendlichen o. 


9. Im Falle u=» kann nun das Bestehen der auf (231I) reduzierten Bedingung (16) 
dadurch erzwungen werden, daß man in OÖ eventuell noch einen weiteren Primdivisor 042 
mit N(o)=—1 mod. 2’ aufnimmt — einen solchen gibt es wegen QNP„=P, — und 
ihm entsprechend in & irgendeinen ®-Charakter x,=9,°7)° mit y,= 1 mod. 2 aufnimmt. 
Dadurch reduziert sich im Sinne des Beweises die Voraussetzung (14a) auf 2<u<» 
(wobei dann notwendig v»> 3), also auf die Voraussetzung (V) des Satzes. 

Im Falle 2 <u<» kann ferner, falls in O nicht alle „geraden nicht-quadratischen“ 
l 2 vorkommen, das Bestehen der auf (23I) reduzierten Bedingung (16) dadurch er- 
zwungen werden, daß man in O eventuell einen weiteren solchen aufnimmt und ihm ent- 

8*+ 
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sprechend in % irgendeinen @®-Charakter „Hy, mit 4 (Ayu)=Yy (Ayı) =—1 
aufnimmt; einen solchen gibt es, da aus (Ay) 1 für alle &-Charaktere x, von Q 
folgen würde, daß A,.5 1 in Q,, also [ „quadratisch‘ wäre. Dadurch reduziert sich im 
Sinne des Beweises die Voraussetzung (14b) auf die Zugehörigkeit der sämtlichen 
(„ungeraden‘“ und ‚geraden‘“) ‚nicht-quadratischen“ [2 zu DO, also auf die Voraus- 
setzung (V,.) des Satzes. 





Als Bedingung für die Durchführbarkeit des Beweises bleibt unter den so redu- 
zierten Voraussetzungen die Beziehung (23 I), und diese ist nach ihrer Entstehung aus 
(16) gerade die in expliziter Form geschriebene Bedingung (B,) des Satzes. 


Nach allem schon Gesagten ist hiermit der Beweis der genaueren Formulierung 
des starken Existenzssatzes für den zyklischen Fall mit Primzahlpotenzordnung voll- 
ständig erbracht. Daraus ergibt sich dann, wie in der Einleitung bereits ausgeführt, die 
Richtigkeit des starken Existenzsatzes auch für den allgemein-abelschen Fall. 


$ 3. Rückgang zum schwachen und ganz schwachen Existenzsatz. 


1. Es sei wie bisher & eine zyklische Gruppe von Primzahlpotenzordnung !’. Ferner 
seien jetzt für eine endliche Menge Ö von Primstellen o von Q Paare natürlicher Zahlen 
e,, f, vorgegeben, die den lokalen Bedingungen (L) aus der Einleitung genügen. 


Wie aus der in $2,7 gegebenen Übersicht über die ®-Charaktere der NX ohne 
weiteres zu entnehmen ist, gibt es dann sicher Systeme X von ®-Charakteren x, der Q/ 
mit den Eigenschaften 


[x (Qy):1]=e,f, | 
[x(E):1]=e, [RX):ZlE)]=F, ) 
für die Primstellen vo aus D. 


(1) 


Um auf dieser Grundlage den schwachen Existenzsatz dem starken Existenzsatz 
unterzuordnen, hat man die folgenden beiden Aussagen zu beweisen: 


I. Liegen die speziellen Voraussetzungen (V), (V,) des starken, aber nicht auch 
die schärferen speziellen Voraussetzungen (V°), (V.) des schwachen Existenzsatzes vor, 
so läßt sich ein System % von ®-Charakteren x, der Q/ so wählen, daß neben (1) auch 
noch die Bedingung (B,) des starken Existenzsatzes erfüllt ist. 


II. Liegen die schärferen speziellen Voraussetzungen (V°), (V.) des schwachen 
Existenzsatzes vor, und ist zudem die Beziehung (BP) des schwachen Einschränkungs- 
satzes erfüllt, so gilt dasselbe. 


Treffen diese Aussagen zu, so haben die durch den starken Existenzsatz zu dem 
*,K 
1) 
weiteres durch Vergleich von (1) mit den Formeln (Z) aus der Einleitung erkennt, für 
die Primstellen o aus OÖ gerade die Zerlegungszahlen e,, f,, wie im schwachen Existenzsatz 


verlangt. 


System & gelieferten fixierten &-Körper (K/Q,g) mit ( \=-%: wie man ohne 


2. Sei demgemäß jetzt vorausgesetzt, daß die Voraussetzungen (V), (V „) vorliegen. 
Wie in $ 2, 8, 9 festgestellt, schreibt sich dann die zu erfüllende Bedingung (B,) explizit 
in der dortigen Form (23 I), nämlich 
2’ 
(2) =, 
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wo N’ über die ‚„ungeraden‘, ]]’’ über die „geraden nicht-quadratischen‘‘ Primteiler [ von 
! I 
2in Q erstreckt ist und die zu wählenden ®-Charaktere x, für diese (sämtlich in O vor- 
kommenden) Primdivisoren [ gemäß $ 2, (17) in der Darstellung 
41=dy, (x, mod. 2%, y, aus Y)) 
angesetzt sind, für die „ungeraden‘“ [ mit gemäß $ 2, (22) normiertem zugrunde liegenden 
Primelement A von Q.. 


Die in die Bedingung (2) allein eingehenden Kongruenzwerte x, mod. 2 für die 


Pl p.. : . . r 
„ungeraden‘“ [ und Potenzen y? für die „geraden nicht-quadratischen“ [ werden nun 
durch die Forderungen (1), wie sofort zu sehen, genau den folgenden Einschränkungen 
unterworfen: 


a 0 mod. 3. wenn afh<?”; ; 
x,=1 mod. 2, wenn afh= 2, 8 <?’ 7, 
keine Einschränkung, wenn ef=?), = >| 


| y? =1, wenn &< | 


y? #1, wenn e, -?| 


Im letzteren Falle ist der in (2) allein eingehende Charakterwert Ye (Ay)= +1 durch 
(1) keiner Einschränkung unterworfen; denn wären für alle y, mit y? +1, also für alle 
primitiven Charaktere aus Y, die Werte Ye (Au) —=1, so gälte Entsprechendes auch für 
alle übrigen Charaktere y, aus Y,, es wäre also y (Ayu)=y? (Agyu)—=1 für alle Charak- 
tere x, aus X,, und dies ist, wie bereits in $ 2, 9 festgestellt, bei den hier in Rede stehenden 
„geraden nicht-quadratischen‘“ [ nicht der Fall. 


Ad I. Wenn nun nicht auch die schärferen Voraussetzungen (V®), (V.) vorliegen, 
d.h. wenn es „gerade nicht-quadratische‘ [ gibt (die dann nach (V,) in O vorkommen), 
so läßt sich nach dem zuletzt Gesagten die Bedingung (2) neben den Forderungen (1) 
durch geeignete Festlegung der Komponenten y, erfüllen. 


Ad II. Wenn aber die schärferen Voraussetzungen (V°), (V,) vorliegen, d.h. wenn 
es keine „geraden nicht-quadratischen‘ [ gibt, so reduziert sich die Bedingung (2) auf 
die Kongruenz 

S x,=0 mod. 2 


mit über alle ‚„‚nicht-quadratischen“ [ erstreckter Summe, und diese Kongruenz läßt 
sich neben den Forderungen (1) nach dem zuvor Gesagten durch geeignete Festlegung 
der Exponenten x, genau dann erfüllen, wenn entweder mindestens ein „nicht-quadra- 
tisches‘“ [ mit e,f,= 2", e,=2” vorhanden ist (so daß das zugehörige x, mod. 2 willkürlich 
wählbar ist) oder — wenn das nicht der Fall ist — die „nicht-quadratischen“ [ mit 
afı=?", ee >?’ in gerader Anzahl vorhanden sind (so daß die notwendige Wahl aller 
zu diesen gehörigen x,=1mod.I[ zum Ziele führt); zusammengenommen also genau 
dann, wenn die Beziehung (BP) erfüllt ist. 


Damit ist der Beweis des schwachen Existenzsatzes erbracht. Wie schon in der 
Einleitung festgestellt, ergibt sich aus ihm die einschränkungslose Gültigkeit des ganz 
schwachen Existenzsatzes. 
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8 4. Andere Beweisansätze für den starken Existenzsatz. 


1. Es werde gleich der allgemeine zyklische Fall betrachtet. Die in der Einleitung 
und in $2 eingeführten Bezeichnungen seien ohne neue Erklärung übernommen. 

Nach dem Existenzsatz und Isomorphiesatz der lokalen Klassenkörpertheorie 
existiert zu jedem &-Charakter x, von N eindeutig ein fixierter &,-Körper (K?/Q,, ,) mit 


(M) 2% 


wo ®, die durch die Werte von x, gelieferte Untergruppe der Ordnung n, von ® bedeutet: 


Der starke Existenzsatz verlangt, zu den so durch die Gegebenheiten festgelegten, 
lokalen fixierten &,-Körpern (K°/Q,,9,) fixierte &-Körper (K/Q,g) im Großen derart 
zu bestimmen, daß die o-adischen Erweiterungen (K/N, 9), — das sind kommutative 
&-Algebren — als Kernkörper?®) gerade die (K’/Q,, 9,) haben. 

Diese Aufgabe läßt sich nun unter der Voraussetzung, daß der Grundkörper 
Q die n-ten Einheitswurzeln enthält, leicht lösen. Unter dieser Voraussetzung 
besitzen nämlich die lokalen &,-Körper K’/Q, Kummer-Erzeugungen der Form 


K’= Q, (VB). 
deren Radikanden ß, aus den N bis auf jeweils einen zu n, primen Exponenten und 
einen Faktor aus 0X” eindeutig festliegen, und die Beziehungen (1) stellen sich in der Form 


*,ß, 4) 
(t 


mit primen Exponenten », mod. n, dar. Ebenso besitzen die gesuchten &-Körper K/Q 
im Großen Kummer-Erzeugungen der Form 


K=a(\ 7), 
deren Radikanden $ aus N* bis auf einen zu n primen Exponenten und einen Faktor 


aus 0” festliegen. Die gestellten Forderungen laufen dann darauf hinaus, Zahlen ß 
aus * nebst zu n primen Exponenten v, mod. n derart zu bestimmen, daß die Beziehungen 


(* ) 2 & >)" 
0 /n \0/n 
oder, was dasselbe, die Beziehungen 

(2) PP in Q, 


no 





für die Primstellen o aus OÖ erfüllt sind. Außerdem ist noch dafür zu sorgen, daß K/Q den 
genauen Grad n (nicht einen echten Teiler) bekommt. Das kann geschehen, indem man 
nötigenfalls in DO noch einen Primdivisor o und in % einen zugehörigen ®-Charakter x, 
der genauen Ordnung n aufnimmt; das geht (ohne Berufung auf einen analytisch fun- 
dierten Existenzsatz), weil bei der Voraussetzung über N alle Primdivisoren 0{n von Q 
die Eigenschaft N(o)=1 mod. n haben. 

Da jede Einseinheit hinreichend hohen Grades aus Q, eine n-te Potenz ist, bedeuten 
die Forderungen (2) einfach die Zugehörigkeit von ß zu einer durch die ß, und », fest- 
gelegten Abteilung von multiplikativen n-Restklassen nach einem aus den Primstellen vo 
von OÖ gebildeten Potenzprodukt als Modul. Alle dieser n-Restklassenabteilung ange- 
hörigen ß nebst den zugehörigen », liefern fixierte &-Körper (K/Q, 9) mit den verlangten 
Eigenschaften. 


15) Siehe dazu H. Hasse, Existenz und Mannigfaltigkeit abelscher Algebren mit vorgegebener Galois- 
gruppe über einem Teilkörper des Grundkörpers, I, Math. Nachr. 1 (1948), 40—61, $$ 1, 2. 
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Man kann auch leicht elementar zeigen, daß sich bei mehreren gegebenen zyklischen 
Gruppen ®, die Zahlen 8, so wählen lassen, daß die durch sie definierten &,-Körper K,/Q 
voneinander unabhängig sind, so daß der in der Einleitung auseinandergesetzte Schluß 
vom zyklischen auf den allgemein-abelschen Fall durchführbar ist. Es ergibt sich dem- 
nach so ein Beweis des starken Existenzsatzes für den allgemein-abelschen Fall, unter 
der Voraussetzung, daß der Grundkörper Q die‘ n-ten Einheitswurzeln enthält, wo n 
der Exponent der gegebenen endlichen abelschen Gruppe ® ist; und dieser Beweis macht, 
im Gegensatz zu dem in $2 gegebenen, von den analytisch fundierten Existenzsätzen 
der Klassenkörpertheorie im Großen keinen Gebrauch. 

Es wäre zu wünschen, daß dieser Beweis durch den aus der Klassenkörpertheorie 
geläufigen Rückschluß auf die n-ten Einheitswurzeln nicht enthaltende Grundkörper 
vervollständigt würde. Dabei muß sich natürlich unter den speziellen Voraussetzungen 
(V), (V.) — die im betrachteten Falle Q,=Q nicht in Erscheinung treten — die ein- 
schränkende Bedingung (B,) einstellen, und das würde hier wohl die Natur dieser Be- 
dingung in ein noch helleres Licht setzen, als das durch die etwas umwegige Schluß- 
weise in $ 2,5, 6 geschah. 

2. Die in der Einleitung zitierte Chevalleysche Klassenkörpertheorie stützt sich 
auf den Begriff des &-Differentials von Q. Darunter ist nach Chevalley ein System y 
von ®-Charakteren x, der Q,, jetzt für alle Primstellen p von Q, zu verstehen, dem die 
folgenden beiden Eigenschaften zukommen: 


I. Für fast alle p hat x, den Führer {,—1. 
II. Für alle x aus N* ist das demnach sinnvolle Produkt 


=) =1. 


Die Eigenschaft I besagt, daß für fast alle p die im Sinne von $ 2, 7 verstandene Kom- 
ponente y,„=1 ist, so daß also einfach y,= öyP ist. Zur Unterbauung der Eigenschaft II 
führt Chevalley noch den Begriff des Idels von Q ein, als eines Systems «* von Kom- 
ponenten x, aus den einzelnen Q,, die nur der Endlichkeitsbedingung genügen sollen: 
III. Für fast alle p ist «, in E, enthalten, also p-adische Einheit. 
Nach III und I ist auch das Produkt 
x(a*) = IT 1%) 


sinnvoll, und nach II definiert es einen ®-Charakter x der Idelklassengruppe A*/Q* von Q; 
dabei bezeichnet A* die Gruppe aller Idele «* von Q, also das direkte Produkt aller 
p-adischen Multiplikationsgruppen N, mit der Endlichkeitsbedingung III. 

Der Chevalleysche Existenzsatz sagt dann aus, daß zu jedem ®-Differential x 
von Q ein eindeutig bestimmter fixierter &-Körper (K/Q, ) mit 


(* = x 


existiert, für den dann also x, als &-Charakter betrachtet, einen Isomorphismus der Idel- 
normklassengruppe W5/N, (U) Q* auf die zur Galoisgruppe von K/Q durch 9 iso- 
morphe Gruppe ® liefert. 

Um demnach den Grunwaldschen Existenzsatz dem Chevalleyschen Existenzsatz 
unterzuordnen, ist zu zeigen, daß sich jedes endliche System x von ®-C'harakteren, das den 
Voraussetzungen des starken Existenzsatzes genügt, zu einem ®-Differential x erweitern läßt. 
Dieser Nachweis ist auch für die Chevalleysche Klassenkörpertheorie selbst eine vom 
konstruktiven Standpunkt aus zu fordernde, wesentliche Ergänzung; denn die unendlichen 
Chevalleyschen Differentiale y von Q (oder die durch sie definierten Faktorgruppen der 
unendlichen Idelklassengruppe A*/Q* von Q), die in der Chevalleyschen Theorie zur 
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Kennzeichnung der fixierten ®&-Körper (K/Q,g) verwendet werden, erfordern ja in 
jedem gegebenen Falle erst eine Konstruktion aus einem endlichen Abschnitt y. 

Man kann diesen Nachweis nach dem Schema des Grunwaldschen Beweises aus $ 2 
erbringen. Man erweitere dazu zunächst O auf die dort gebildete Primstellenmenge ® 
(jetzt unter Einschluß aller unendlichen Primstellen verstanden) und lege für die nicht 
schon in © vorkommenden Primstellen w aus W die &-Charaktere x, willkürlich fest. 
Dann bilde man die zugehörige Zahlgruppe W gemäß $2, (1) und wähle einen Hilfs- 
primdivisor q nebst zugehörigem ®-Charakter 

dd 
mit den Eigenschaften $ 2, (3), (4), durch die nur die Komponente y, wesentlich fest- 
gelegt wird, während der Exponent x, mod. n (der in $2 keine Rolle spielte) offen bleibt. 
Für alle übrigen Primdivisoren p setze man als zugehörige ®-Charaktere einfach 


ad, 
an, mit noch festzulegenden Exponenten x, mod.n. Dann ist die Bedingung I erfüllt. 
Um auch II zu erfüllen, seien q und die übrigen Primdivisoren p gemäß $ 2, (2) in der Form 


| az ırw" x in Q 
(3) a 
\»z NIw"”-z inQ 
n w 
dargestellt; dabei sind %,rx bis auf Faktoren aus W festliegende lokale Primelemente 
zu Q,p. Soll II erfüllt sein, so muß jedenfalls gelten: 


| 112.1») y(2) 9,2)" = 1’ 
| IT xu(®) ya) du)? =1 | 


Hierdurch werden die Exponenten x,, x, mod. rn festgelegt. Dann ist aber die Bedingung 
II auch allgemein erfüllt; denn jedes 
x Ip” 

» 
aus N hat nach (3) eine Darstellung der Form 

PEST II ar.» inQ 

. sah a % 

mit einem Restfaktor ® aus W, und II gilt nach (4) für x und die z, sowie nach 
82,(4) für die » aus W. 

Auf diese Weise wird die Erweiterung des endlichen Abschnitts X zu einem 
®-Differential y auf die in $2 für den zyklischen Fall mit Primzahlpotenzordnung n =!" 
durchgeführte Konstruktion eines Hilfsprimdivisors q. mit den dortigen Eigenschaften 
(3), (4) zurückgeführt und so ein neuer Beweis für den starken Existenzsatz geliefert, 
bei dem der in $ 2, 3, 4 herangezogene und ausgenutzte Takagische Existenzsatz durch 
den Chevalleyschen Existenzsatz ersetzt ist. Ein Mangel an diesem Beweise ist, daß für 
die Konstruktion des Hilfsprimdivisors q nach wie vor der analytisch fundierte Fro- 
beniussche Dichtigkeitssatz heranzuziehen ist. Es wäre erwünscht, den Beweis ganz frei 
von analytischen Hilfsmitteln zu führen !%), ein Grundsatz, der ja in der Chevalleyschen 
Begründung der Klassenkörpertheorie konsequent eingehalten ist. 


(4) 


(p alle Primdivisoren von Q) 


16) Siehe hierzu die bei der Korrektur zugefügte Fußnote !!2), 


Eingegangen 6. August 1949. 
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Über die Strahlenbrechung 


an einer einfachen Sammellinse. II*). 


Von Paul Armsen in Erlangen. 





Teil II. 
Brechung an der zweiten Linsenfläche. 
8 10. Eine Verallgemeinerung der Formeln für die Brechung an einer Fläche. 


Die Formeln (6, 4) sollen jetzt auf eine Form gebracht werden, die ihre Anwendung 
auf die zweite Brechung gestattet. 

Sei 

oW—=:-.X(r,w,ß:c), sw = 2, X(r,w,B;6), 

(10, 1) = n. 
ovV=—Y(r,w,d;c), vr Y(r,w,d;c). 

Das Argument c in den Funktionen X und Y soll andeuten, daß die Funktionen 
durch die Konstanten der jeweiligen Stufe bestimmt sind. 

Das Zeichen c bzw. & soll mit in das Funktionszeichen aufgenommen werden, damit 
für die zweite Brechung dieselben Zeichen benutzt werden können und der Index 
am Funktionszeichen zur Kennzeichnung spezieller Werte verwendet werden kann. 

Es ist also in diesen Zeichen geschrieben 


(10, 2) W=S(w+X+X), v=-5(I+N). 
Seien weiter g und 4 definiert durch 
(10, 3) Y=yg, Y=yg 
und ? und 9 durch 
(10, 4) X=xg+wp, X=xg9+wp, 


wobei die p und g als Funktionen von r?, x und w gelten sollen, also z. B.$p = p (r?, x, w; £) 
und analog die anderen p und g. 
Für eine Kugelkappe ist in den Bezeichnungen des $ 7, Beispiel 3 


g=—Lu, p=u; 9=—L(itu+r), PA. 
In r und w sind ? und 9 homogene Polynome zweiten, D und 4. vierten Grades. 
p und p sind dimensionslos, p zweiter, p vierter Ordnung klein. 
*) Teil I erschien in diesem Journal 187, 193—221 (1950). Paragraphen und Fußnoten sind durch- 


numeriert. Literaturangaben verweisen auf das Literaturverzeichnis (L. V.) am Schluß von Teil I. 


Journal für Mathematik. Bd. 188. Heft 2. 9 
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q und 4 haben die Dimension einer reziproken Länge, rq ist dritter, r4 fünfter Ord- 
nung klein. Setzt man noch 


(10, 5) p+P=P, 49+9=9 
so ist 

(10, 6) w= lw(il+p)+2gl, vV=zW:- 

Der Durchgangspunkt des Strahles durch die Gaußsche Bildebene der ersten 
Brechung kann — für diesen einen Strahl — als Objektpunkt für die zweite Brechung 


aufgefaßt werden. 

Da dieser Durchgangspunkt für verschiedene Strahlen in verschiedenen Meridian- 
ebenen liegt, müssen die Formeln (10, 6) zu diesem Zweck so verallgemeinert werden, 
daß der Objektpunkt (in der früheren Objektebene, aber) in einer beliebigen Meridian- 
ebene liegt. 

Sei also der Objektpunkt (Rcos«, Rsina,s). (Es war also früher R=u; «=0.) 

Die Drehung des Systems um die optische Achse ®=9—a, r—=r 

<= 2c0s%+ysin«, 


(10, 7) _ i 
Yy=—XsSıIna%+ ycos a 


führt im gestrichenen System auf den früheren Fall, und es ist 


=XC0S%— ysina, 


(10, 8) a 
Y=xsiına+ yCosa. 
Setzt man 
(10, 9) = 
und 
(10, 10) p=p(r,x,w;c), qg=q(r, x,w;c), 


so folgt aus (10,6) und (10, 8) 
w= & {(w(1+p)+&q]eosa—ygsina)}, 
(10, 11) eo PT - 
v’= , {fw(1+p)+xg]sina+ygcoso} 
und daraus wegen (10, 8) 


(10,12) w= Z[(1+p)weosa+ge], v=Z[(I+P)wsina+gyl. 


$& 11. Brechung an einer beliebigen zweiten Fläche. 


Alle auf die erste Brechung bezüglichen Größen sollen weiterhin mit dem Index 1, 
die auf die zweite Brechung bezüglichen mit dem Index 2 geschrieben werden. 
Dabei werden die Scheitelabstände s, und s, vom zweiten Scheitel gezählt. 


Es ist 


E i ’ ; — Rn 
N=Nn,, W=R,c0sa,, v=R,sina, , = 
2 


‘ ’ 

un v 

(10, 1) W, 008 = 2 2, W,sin &g= nn, 
2 2 





’ 


1 


Wendet man (10, 12) auf die zweite Brechung an, beachtet (11, 1) und ersetzt u 
und », nach (10, 2), so folgt 
’ & 


= | 149) + Kt] 


= Fr [+39 Y)+% 3%]. 


’ 
2 


(11, 2) 
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wobei R . 
XÄ+X=X, Y+Y=Y 
gesetzt ist. 

Es sollen jetzt die in (11,2) noch übrig gebliebenen, gestrichenen Größen durch 
andere, von der Systemdrehung unabhängige Größen so ersetzt werden, daß die neuen 
Formeln mit den früheren bis auf Abweichungen siebenter und höherer Ordnung über- 
einstimmen. 

In ?, und g, treten die von der Drehung abhängigen Argumente x, und w, nur in 
den Kombinationen x,%, und w; auf. 

Aus (10,7) und (11,1) folgt, wenn man beachtet, daß Y, cosa, =(w, +X}) sin &, 


ist: 
.. %,Ww,= = [wm +XD2+Yı%] ’ 
‚3 i 
( ) ui= © [(w +X))+Y1] 
we 8 1 1 3% 
Setzt man 
W= W f) 


so ergibt sich, daß es genügt, in den Gliedern der Herzbergerstufe x, und w, durch x, 
und w, zu ersetzen, in den Gliedern der Seidelstufe zu rechnen mit 


YW—RW+ 2 &XtyYı)), 

(11,4) . 
ut, 

Werden die Änderungen von p, und q,, die entstehen, weil in der Seidelstufe an 

Stelle der groben Näherungswerte x, und w, die genaueren, durch (11, 4) gegebenen Werte 


zu nehmen sind, mit dp, und dq, bezeichnet, und schreibt man 


Pa=Pp(r}, 2%, wg; 6), Qe=glr}, %g, Wa; Co), 
so folgt aus (11, 2) 


u= = [: (w,+X,+X} P2)+Xy+2,d4,+w,dp, | s 
» Ki u 


=» (Yı+ YıP.) +Y,+y2dq; J: 


2 miLe 


(11,5) 


Dabei sind Glieder siebenter und höherer Ordnung vernachlässigt worden. 
Nach (6, 4), (10,1), (10,3) und (10,4) hat man: 


(11, 6) q=Sr+2Kzw+Ww, p=Kr+Gzw+Vw, 
g= (Sy r?+4Kyxw+ Sgw2) r?+(Fy +2 K;rw+ Waw?) w?, 
p=(Kzrr?+2Fz,rxw+Szw)r+(Pyr?+ Gsrw+Vz; w?)w*. 
In (11, 7) ist gesetzt 

Kz=KytZx; 2Fg=Fy+Zp; Sg=KatZ;, 


um die genaue Übereinstimmung dieser Formeln mit den von Kerber?) angegebenen 
zum Ausdruck zu bringen. 
Aus (11,6) erhält man wegen (11, 4) 


d0,= 25 (Kya+ W,w)X,+K,ylıl; 
dP,= = [(6, %+2Vzw) X, +0, yFı]- 


(11,7) 


(11,8) 


%#) L. V. 14, p. 236. 
9%* 
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Führt man die Werte (11, 8) für dg, und dp, in (11,5) ein, so folgt 
7: oX 

. 2 [: (wi + X + X, = +Y y(2K,0,+ G,w))+X,], 
DE, 

Yı+X, 2 +F, ( Pa+2K,y))+ Y.]- 
2 


In (11,9) sind alle von der Systemdrehung abhängigen Größen beseitigt. Die 
Formeln sind aber für eine numerische Auswertung noch nicht verwendbar, weil außer 
den zur Bestimmung des Einzelstrahles nötigen Variablen x, und y, auch noch die sowohl 
vom Einzelstrahl als von den Systemkonstanten und dem ÖObjektpunkt abhängigen 
Variablen x, und %, auftreten. 

Die Beseitigung von x, und %, ist der Zweck der Rechnungen des folgenden Para- 
graphen. 


812. Näherungswerte für den Durchgangspunkt des Lichtstrahles durch die zweite Fläche 
einer mäßig dicken Linse. 


Für die Bestimmung des Durchgangspunktes durch die zweite Linsenfläche hat 
man die Gleichung der zweiten Fläche 


A B: 03 g 
u=D+ nt antarnt 
wobei mit D die Linsendicke bezeichnet ist, und den Lichtstrahl, dessen Gleichungen, 
mit einem Parameter } geschrieben, ergeben: 
= tw —%); 
(12, 1) Y=yıtılıy yYı), 
u =htils, — bh): 
Aus der letzten dieser Gleichungen folgt, daß A annähernd die Größe 7, ; hat 


Der Ausdruck „mäßig dicke Linse‘ soll bedeuten, daß die Linsendicke D gegen die 
anderen in Richtung der optischen Achse gemessenen linearen Größen so klein ist, daß 
A?D? von dritter Ordnung klein ist, wenn mit A eine beliebige der benutzten Kon- 
stanten (mit der Dimension einer reziproken Länge) bezeichnet ist. 

Diese Bedingung wird z. B. von jeder Linse mit scharfem Rand erfüllt, verlangt 
aber viel weniger als die Bedingung ‚Linse mit scharfem Rand“. 

Schreibt man x%,=?r, y=y, r=r und setzt 


B=r+tdr, %=y+tdy, r=r+dr:, 


so ist für mäßig dieke Linsen A?(dx)? fünfter Ordnung klein, und daher bis auf 
Größen fünfter Ordnung 


A?r=r? A?+2A:(zdc+ ydy). 


Führt man diesen Wert von r? in die letzte Gleichung (12,1) ein, so ergibt sich mit 
Vernachlässigung von Größen höherer als dritter Ordnung 
mb Dt aA)" 


DL 





Danach ist mit Vernachlässigung von Größen höherer als vierter Ordnung 
(12, 2) Adx=Ab(w—x), Ady=Ab(—y), 

und daraus folgt, bis auf Größen fünfter Ordnung 
(12, 3) Ardr=2Arb(ux—r?). 
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Die Anwendung der Formeln (12,2) und (12,3) in den Gliedern der Seidelstufe 
bedeutet also die Vernachlässigung von Gliedern sechster und höherer Ordnung in 
u, und ®,. 

(A bu.) ist fünfter Ordnung klein. Danach werden nur Glieder höherer als sechster 
Ordnung vernachlässigt, wenn man in den Gliedern der Herzbergerstufe einfach x,, %,, r} 
durch x, y, r? ersetzt. 

Es ist darum zu erwarten, daß die auf diese Art erhaltenen Näherungsformeln eine 
Verbesserung der Genauigkeit gegenüber den Werten der Seidelstufe ergeben, ohne die 
Genauigkeit der Formeln (6, 3) und (6, 4), in denen nur Glieder siebenter und höherer 
Ordnungen vernachlässigt sind, zu erreichen. 

Diese Erwartung wird durch das unten gegebene numerische Beispiel bestätigt. 


$ 13. Aberrationskurven einer mäßig dicken Linse. 


In den Umformungen dieses Paragraphen werden ohne Erwähnung im Text Glieder 
vernachlässigt, die in den Endformeln nur solche Glieder beeinflussen würden, die sechster 


oder höherer Ordnung klein sind. 
Bedeutet g eine der Funktionen X, Y,p,9, X, Y, P:9; X, Y, p oder g, so soll 
mit 93 bezeichnet werden: 


9;=9 (> Yı 1, Wg5 )=g (Rt, Yy,T,Wg; 65). 
92—=9:+d9, 
so ist nach der Bemerkung am Schluß des $ 12 in (11, 9) zu setzen: 
dp—-dg-dX=dY—X,dg= Yıdg=0, dX=dX, dY=dY, 


und man erhält 


Setzt man 


m HU, +6, w,) + X,+aXl, 
ı (2K,y’+p; |+Y+ar}. 
Es sind noch dX und dY zu berechnen. Nach (10, 4) ist 
dX=w,dp+xdg+g,dxe, dY=ydg+qg,dy, 
und nach (11, 6) $ 
dp= K,dr’+G,w,dx, dq= S,dr’+2K,w,dx. 


In (12, 2) und (12,3) kann u, ersetzt werden durch er w, == = 
1 2 
Führt man die Substitutionen aus, bezeichnet die Abweichungen vom Gaußschen 


Bildpunkt mit du, und dv, und schreibt 


wy. 


(13, 2) = i, non-s, 
so erhält man als Gleichungen der Aberrationskurven: 
ai au, 1% [+ X; en 
d,=, [rı+ X, ei „+ @K,y’+p)]+Y, +ar}, 
wobei dX und dY 225 sind Su 
dX=b 1, [# (827° +4 K,2w +0,u) —(@ Kr +G,au,)] 
(13, 4) +xr [> w,(8;%+ K,w,)—(38,r?+4K,2w,+ W. u) | N 


dy=b) Y [us (8,2+ Kzw)— (38,744 Ka, Wu ]}. 
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dX und dY können kürzer, aber für die numerische Auswertung noch weniger 
bequem geschrieben werden: 


dX=b[°: X (0, 8,,6K,,6,+ war] 


(13, 5) 


ay=b[® Yo, 5, 2K)—r 2], 


wobei in den Funktionen X und Y nur die Konstanten angeführt sind, da für die Variablen 
natürlich r, x, y und w, zu nehmen sind. 

Nach den drei Stufen getrennt lauten die Formeln für die Koordinaten des Durch- 
gangspunktes durch die Gaußsche Bildebene: 


u, 2%, 

ou ie 

DAR Br Ks LY y(2Kzc+G,w,)+ x] + Xa+dX], 

mit v4] s 

PIZEEPA 6 [X hıy (2K,y+ PS: ar! 
2=|,, R Y@k,y+p)+Yı +Yst j: 


low, 
Die Bedeutung der in diesen Formeln benutzten Zeichen ist in den Formeln (3, 6), 
(3, 10), (3,13), (6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (10,1), (11,6), (13,2) und (13,4) an- 
gegeben. 


8 14. Beispiele für die Abweichungen bei der Abbildung durch eine mäßig dicke Linse. 


Als erstes Beispiel sei die Kugellinse gewählt, die im dritten Beispiel des $ 7 benutzt 
wurde. 

Für die drei im ersten Beispiel des $7 gewählten Strahlen erhält man nach der 
zweiten Brechung aus den Formeln (13, 6) die folgende Tabelle: 





=0 ® = 180° 


u 


’ ’ 


2 U, 





— 3,26087 
— 0,23419 
— 3,49506 
— 0,00436 
— 3,49942 
— 3,49953 
— 0,00447 
— 0,00011 





| 


— 3,26087 
+ 0,17574 
— 3,08513 
+ 0,00051 
— 3,08462 
— 3,08469 
+ 0,00044 
— 0,00007 


— 3,26087 
— 0,11790 
— 3,37877 
+ 0,00068 
— 3,37809 
— 3,37826 
+ 0,00051 
— 0,00017 





| 
1} 


— 0,10873 
— 0,10873 
— 0,00111 
— 0,10984 
— 0,10980 
— 0,00107 
+ 0,00004 














| | 





Die Tabellenwerte sind bis auf zwei Einheiten der letzten hingeschriebenen Dezi- 
male zuverlässig. 

Vergleicht man diese Tabelle mit der entsprechenden des $ 7, so sieht man, daß die 
Fehler der Werte S nicht wesentlich vergrößert sind. (Eine Verdopplung des größten 
Fehlers ist natürlich zu erwarten. Im Beispiel verhalten sich die größten Fehler etwa 
wie 4:1.) 

Die größten Fehler der Werte H verhalten sich etwa wie 6:1. Diese Verringerung 
der Genauigkeit war nach der Bemerkung am Schluß des $12 zu erwarten und dürfte 
im wesentlichen auf die Vernachlässigung von Größen sechster Ordnung, die durch die 
Benutzung der Näherungswerte des $ 12 entsteht, zurückzuführen sein. 
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Eine wesentliche Vereinfachung der Formeln (13, 6) ist schwerlich erreichbar ohne 
Verzicht auf eine Genauigkeit, die über die der Seidelstufe hinausgeht, so lange die 
Linsendicke und das Gesichtsfeld nicht noch stärker eingeschränkt werden. 

Die Zerstreuungsfigur der Seidelstufe ist hier nicht wesentlich verschieden von der 
im Beispiel 1 des $7 (Fig. 2a) gegebenen, wenn man davon absieht, daß der Gaußsche 
Bildpunkt hier fast mit dem Punkte r=0 zusammenfällt, weil die Verzeichnung der 
ersten Fläche (wie bei jeder einfachen Linse) von der der zweiten nahezu aufgehoben 
wird. 

Als zweites Beispiel werden aus (11, 9) die Seidelschen Formeln abgeleitet. 

Ersetzt man die erste brechende Fläche durch die Eintrittspupille und bezeichnet 
ihre Stellung mit t, so ist zu setzen: 


„onen, nen, sein, u, Su, 
Y‚=X,=0, X=Y=0, X=X, Y-Y. 
Ist b der Radius der Eintrittspupille, so hat man 
(14,1) x, =bcosg, y-bsing, n=b. 
Zur Abkürzung der Formeln seien die von Schwarzschild benutzten Zeichen h 
und k eingeführt durch 
(14, 2) (s—t)h=s, nsk=t(s—1). 
Für die Seidelschen Variablen „3, us: vs, %g, Ys (die drei übrigen brauchen hier 
nicht benutzt zu werden) ist nach ihrer Definition bei Schwarzschild ?”) zu setzen: 


sus—nuh, %s=r,—=bcosp, 


(14, 3) 


.# 


su,—n'u'h, sv,—n’v'h, Y=y-—bsinp. 

Da bei der Genauigkeit der Seidelstufe die Abweichungen der brechenden Fläche 
von ihrer Tangentialebene im Scheitel vernachlässigt werden können, liegen die drei 
Punkte 

(u, 0,8), (2, Y1, 8); (X, Ya, 0) 
auf einer Geraden (auf dem einfallenden Strahl). Danach ist 
0—=s+h(t—s), 
%,=u+h(2,—u)=h(bcosp—kugz), 
Y%=0+h(y—0) =hbsiny, 
r3—h?(b’—2bkugcosp+ k?uf). 


(14, 4) 


Nach (14, 3) ist 
(14, 5) Us=wyh. 
Aus (11, 9) hat man für die Seidelstufe 
noW=sX,, mov=sTY,, 
also wegen (14, 3) 


ouw=hX,- (mM) r2,+(L2,—w, (LER —2Ex,w+mw})], 
(14, 6) ; 


0, =hY,=—: (M®— MYyrtya+(Ly, )(LER—2Ex,w,-+mw})]. 


Führt man in (14,6) für x,, %,r, und w, die Werte aus (14, 4) und (14,5) ein, 
so erhält man 
(14, 7) ous=X(b,ug,9565), 0%, =Y (b,us,P;65) 


®) L. V.19, 1, p. 9, Formel 7. 
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mit den Konstanten c, (es ist zur Abkürzung M°’—M"=N?®, h?’k=a gesetzt), 
2S;=—hM(N®+L?E), 
2Ks=+KM[N®a+LE(1+La)], 
2G5s=—2[N3a?+ E(1+La)2], 
2W,=—[N?a®+LEa(2+La)+mL], 

h?2V,=+ N®a?+ Ea(1+La) (2+La)+m(1+La). 

Die Formeln (14, 8) stimmen bis auf die Bezeichnungen und die Wahl der Vor- 
zeichen (bei Schwarzschild sind die Scheitelabstände entgegengesetzt der fortschreitenden 
Lichtrichtung positiv gezählt, hier in der Richtung des fortschreitenden Lichts positiv 
und die Abbeschen Invarianten haben entgegengesetzte Zeichen) mit den Seidelschen 
Formeln nach der Elimination der Blenden bei Schwarzschild ®) überein, wenn man aus 
der Eikonaltheorie die Tatsache benutzt, daß sich die Gesamtfehler der Seidelstufe für 
Systeme bei Benutzung der Seidelschen Variablen durch Summation der Einzelfehler 







(14, 8) 










ergeben. 

Die bei Schwarzschild®) angegebene Gestalt der Seidelschen Formeln (vor der 
Elimination der Blenden) ergibt sich genau ebenso, wenn man an Stelle der Größe k die 
Abbesche Invariante der Eintrittspupille Z, und die Größe E, durch 


Ly=n(, -A)=n(7—4), 


einführt und die Beziehung 








m(La—L)=E,—E 






benutzt, die in den Bezeichnungen des $ 9 geschrieben lautet: 
P®(Lg—L)=p(A+pL,)—p(A+pL), 
und so gleich als Identität zu erkennen ist. 
Als drittes Beispiel werden die in der technischen Optik üblichen Formeln für die 
sphärische Aberration und die Koma unendlich dünner Kugellinsen abgeleitet. 
In den Formeln (13, 6) und (6, 1) ist zu setzen: 







weil nur die Seidelstufe zu berücksichtigen ist; 





PR | FR | 
ou,=öV,—0, 


S( 


Oo 


h' 


in 





’ 


1 





(14, 9) 


=, 


Ws =Uu,, 


Mi=M,; M;—=M,, 







weil D=0; vi 
nach der Definition von w, hinter (11,3); fa 
wegen der Kugelform der Linsenflächen. C 





Danach hat man für die sphärische Aberration S und die Koma K (bis auf die 
Faktoren r? bzw. r?w, die 9-Faktoren und einen Proportionalitätsfaktor) 








(14, 10) 


Verwendet man an Stelle der vier Konstanten 








1 
L= 3 —A,=n@—A,)), 
1 op ; 5 
L,= „A=n(@—-A,), ae ist gesetzt: 
E Q 1 9, =Q3,—1, 
In 3’ 4 =8, &=8)) 
1 » 8% . 
Pak: 
B= en 
2) L.V.19, III, p. 8, Formel 11. 
2) L.V.19,1I,p. 29, Formel 54. 






K=LE+L,E,. 






S-I2E,+IL2E,, 
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die anderen vier Konstanten, die im Sistema Argentieri?®) benutzt werden: 


1 1 1 1 1 1 
N, 7 e u) u Kart n=A+A—(5+ ,) 


8 


so hat man für den Übergang — wie mühelos zu verifizieren ist — die Gleichungen: 


L,+ L,+u=0, (n—1)(L,—L,)=np, 
E,+E,=p, n®(E,—E,)=(n—1) (ny—u) 
oder nach L,, L,, E, und E, aufgelöst: 


n n—1 n—] 
2L,=—-u—-—7P: rt za As 


n—1 


(14, 11) n 
2L,=—u+,.9 2-94”, vu 


n 


und nach n,9,y, u aufgelöst: 


OR 
gy=E,+E, u=—(B+L,)), n= 7.4545, 


kn, _ (ErtEı)(ig+L,) _2(22Bı+L, EB) 
„= Lu-L Bit, 
Die Substitution von (14, 11) in (14, 10) ergibt — bis auf die Faktoren ht bzw. 
h?2 — die Formeln (23) und (26) des Sistema Argentieri 


(14, 13) a—=hlylau®—2yu+b?y2), B=h’y(y—cu), 
in denen «x und ß proportional der sphärischen Aberration und der Koma sind. 
a,b und ce sind definiert durch 


an=n+2, b(n—1)=n, en—=n-+1. 

h ist definiert als Verhältnis der Schnitthöhe des vom Achsenpunkt des Objektes 
kommenden Strahles zum zugehörigen Blendenradius, also für die Seidelstufe identisch 
mit dem in (14, 2) definierten h. 

Natürlich bekommt man durch Substitution von (14, 12) in (14, 13) — wieder bis 
auf die Faktoren ht bzw. h? — umgekehrt die Formeln (14, 10), aber nur für unendlich 
dünne Linsen, weil die Übergangsgleichungen nur für diese gelten. 

Die Faktoren ht bzw. h? ergeben sich hier wie bei (14, 8) aus (11, 9), wenn man k 
vernachlässigt, d.h. jede Linse als nahe mit dem zugehörigen Blendenbild zusammen- 
fallend betrachtet. 

Die Äquivalenz der Formeln (14,13) mit den sonst noch gebräuchlichen, nach 
Clairot-Schleiermacher und nach Coddington-Taylor benannten Formelsystemen ist 


bei Argentieri?!) bewiesen. 





Eingegangen 13. Januar 1944. 


Journal für Mathematik. Bd. 188. Heft 2. 





Eine Bemerkung zur Verteilung der r-ten 
Potenznichtreste einer ungeraden Primzahl. 


Von Hans-Joachim Kanold in Heidelberg. 


In einer früheren Arbeit!) wurde der folgende Satz bewiesen: Für jede Primzahl 
q > 23 und jede positive ganze Zahl r mit (r,g— 1) > 1 gibt es mindestens eine posi- 
tive ganze Zahl y < Vg so, daß y nicht r-ter Potenzrest von g ist. 

Wir wollen dieses Ergebnis durch den folgenden Satz und einige Folgerungen in 
gewisser Weise verschärfen. 


(1) Satz. Es sei g eine ungerade Primzahl. Wenn q = 3 (mod 4), sei p ein ungerader 
Primteiler von qg — 1, wenn q = 1 (mod 4), sei p ein beliebiger Primteiler von qg-—-1\. N, sei 
die Anzahl der p-ten Potenznichtreste von g, die zwischen 1 und Vgq liegen. Dann ist 


P—1lo_ yo 
5, 2 V< N. !(24Y2) 


(der rechte Teil der obigen Ungleichung ist nur für p = 2 nicht trivial). 
Beweis. Die Anzahl der 9-ten Potenznichtieste y von g, die zwischen 1 und q 
liegen, ist 
(?—1)(g—1) 
2 —, 
(2) - 
g—1 qa—1 


Weil nach Voraussetzung ı—= gerade, gilt y” = (-y)” =1 (modg), d.h. die 
p-ten Potenznichtieste % liegen im Intervall (0; qg) symmetrisch zu T. Die Anzahl der y 


im Intervall (Va: q-Vg) ist also 


(3) P-D4-D)_oy 
p ui 
Jedes solche y läßt sich folgendermaßen darstellen): 
y _ "13! (wobei entweder das obere oder das untere Vorzeichen gilt); 


(4) : 
wv)=(rv)=1;1su<v<Vg1i<sr<Va. 


Hieıaus ergibt sich sogleich 
el g9—1 g—1 


(5) (wy) ” =(+r) ” =r ” (modg) 





!) Vgl.H.J.Kanold, Sätze über Kreisteilungspolynome und ihre Anwendungen auf einige zahlen- 
theoretische Probleme. I, J. f. reine u. angew. Math. 187, 1950, 169—182, insbesondere Abschnitt II, (41). 
2) Vgl. Fußnote !), Beweis von II, (20). 
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a—1 


und wegen % ? == 1 (mod g) 
ri el 
p 


(6) v” &£r ” (modg). 


Mindestens eine der beiden Zahlen r, v muß also p-ter Potenznichtiest von g sein. 
Gehen wir umgekehrt von zwei Zahlen r und v aus, die (6) und 


(9) rW)=1;1<r<Vg 1<v<Vg 
erfüllen, so lassen sich zwei Zahlen «, und «, derart finden, daß 
ü,v)= (u, r)=1; 1sw<v; 1sw<r; 


ug—r ug—v 


(8) Fe TE Teer Tue 
w—-wu)g+r (r—u)g+ 
»=I-N= TI TE NSI nn. 
Die y, @=1,...,4) sind 9p-te Potenznichtreste. Aus r = 1 folgt u, = 0 und damit 
Ya = —Pv; Yy =q+v=v(modg). Bezeichnen wir nun mit P, die Anzahl der oben er- 


klärten Paare r, v, wobei es auf die Reihenfolge von r und v nicht ankommt, und berück- 
sichtigen, daß die Anzahl der Paare mit r = 1 gleich N, ist, so ergibt sich mit Hilfe von (3) 
die Abschätzung 

(9) 4P,2 ran, 


ga—1 





Zur Abschätzung von P, beachten wir, daß y ” höchstens p— 1(mod g) inkon- 


gruenten Restklassen kongruent sein kann. Wir teilen jetzt die y, die zwischen 0 und Yg 
gelegen sind, in p— 1 Klassen ein: Je zwei y gehören dann und nur dann in die gleiche 


Klasse, wenn ihre 91 ten Potenzen kongruent (mod g) sind. Die Anzahl der i-ten 


Klasse sei N, e=1,..,.p—1). Es ist 


pr—1 
(10) N,=_>3N,, 
i=1 
und 
(1) P,<sWA—N,)N,+Z£N,N,; 


Dabei erstreckt sich die letzte Summe über alle Paare ;, 5, für die 1 sı<j sp—l1l 
gilt. Beachten wir noch, daß 


- p—ı\/ N,\: 
an sl) 
so liefern (9), (11) und (12) 
: p—2 (p—1)—)) 
(13) Woa—N)N,+ 2 -,; 77720. 
Unter Berücksichtigung von g—1 > [Vg]® ergibt dies 
WE und ‚ +t[P!ryor) 
(14) m—2’, VaN,+3(- N) <0. 


Damit (14) erfüllt ist, muß N, in dem offenen Intervall 
0 u 
5 Vne—V2<N,<P,,-Wall2+V2 
gelegen sein (man beachte, daß die Intervallgrenzen irrational sind und die Gleichheits- 
zeichen deshalb wegfallen). 


(15) Erste Folgerung aus Satz (1). Für hinreichend große q ist der kleinste positive 


p-te Potenznichtrest k,<S € [Vg], wobei e > 0 beliebig klein vorgegeben sein kann. Insbe- 
10* 
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sondere kann e N, die Anzahl der p-ten Potenznichtreste, die zwischen 1 und Vy liegen und 
Primzahlen sind, bedeuten?). 


Beweis. &, > Osei vorgegeben. Für hinreichend große g folgt aus dem Primzahlsatz:: 
(16) Die Anzahlder Primzahlen zwischen 1 und Vg ist Se, Vdql. AuseN, Sa [Vg] 
und (1) ergibt sich 
(17) ex. (ul < ri (2 +Y2)e,< 72 
k, muß eine Primzahl sein, da ein Produkt von p-ten Potenzıesten kein p-ter Potenznicht- 


ıest sein kann. Wäre k,> e [Ve], so würde für jedes zusammengesetzte y folgen 


g—1 .—: 
(18) y=ab; y” #1(modg), also z.B.b ” + 1(mod g); 
Vu >elgl;a<t. 


a . 1 . . 
Daraus ergibt sich sofort N, <-e N,, also ein Widerspruch. 


(19) Zweite Folgerung aus Satz (1). Es sei q eine hinreichend große Primzahl, g(q) 
sei die kleinste positive primitive Wurzel von q. Ferner besitze q — 1 höchstens zwei verschie- 
dene Primteiler. Dann kann g(q) > Vg höchstens gelten?) in den beiden Fällen: 

a) qg= 2p® + 1; ß ungerade, 2 <ß < S(p), wobei S(p) eine obere Schranke bedeutet, 
die nur von p abhängt; p = —1 (mod 60); qg = —1 (mod 120). 

b)gq=%-3#P+1; >2; ß>0; g= 49 (mod 120); x + 1= ß (mod 4). 

Beweis. Ist g = 2*+1> 3eine Gaußsche Primzahl, so ist g(g) < g, denn es ist 
g9(5) = 2 <y5, und für qg>5 folgt aus dem Reziprozitätsgesetz der quadratischen 
Reste g(Q) =3 < V2. Wir könren qg = 2° p® + 1 und die beiden Exponenten als positiv 
voraussetzen. Für g=2p + 1> 23 ergibt sich g(g) </Yg so: Nach dem am Anfang 
dieser Arbeit erwähnten Satz existiert 0 <y< Vg so, daß y’ = —1(modg). Wäre y 
nicht primitive Wurzel von g, so müßte y’=1(modg) sein. Das ist aber wegen 
0 <y?—1<g unmöglich. 


e-1 = 
Aus g=4pP +1=5 (mod 8), also 2 te (mod g), und g(gq) > Va folgt ein 
Widerspiuch auf diese Weise: Nach (15) gibt es für hinreichend große g ein y <; Vgl, 


a—1 
für welches y” = 1 (mod g) gilt. Eine der Zahlen 2, y, 24 müßte dann primitive Wurzel 
von g sein. 
ga—1 
Ist g=2p® +1 und pP =1(mod 4), so ist g= 3 (mod 8) und daher 2° = —1 
(mod g). Daraus folgt wie oben. g(g) < Va. 


3) Vgl. E. Bessel-Hagen, Zahlentheorie, Pascals Repertorium der höheren Mathematik I, S. 1497 
(1929), insbesondere die Bemerkung über die Arbeiten von Winogradoff. Dort wird mit den obigen Be- 
zeichnungen gezeigt: 

1 1 
— 1-— 
k, <g?* (legg? mit k=e ?. 


4) Vgl.z.B. E. Landau, Vorlesungen über Zahlentheorie 2, S. 178 Leipzig, 1927. Der dort bewiesene 
Satz von Winogradoff besagt: 


4 
9(g) -o(gs ) bei jedem 5 > 0, 














u 
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a—1 
Itqg=2-3°’+ 1, so ist 3 ’=-—ı (mod g). Mit Hilfe von (15) (mit em .) ergibt 
sich ähnlich wie oben, daß g(g) <YVg sein muß. 
ga—1 
Itqg="pf+1;a>2; p#3, so ist g=2(mod 3), d.h.3 ” = — 1 (mod q)- 
Daraus folgt wie oben g(9) <Vg. 
e—1 


Ausq =2p® + 1und pf = 3 (mod 4) ergibt sich qg = 7 (mod 8); 2 ei (mod g); 
ga—1 
» R = —1(mod gg). Wenden wir (15) mit e --.an, so folgt für $# ZS(p), daß ein 
a—1 
Yy <Vq existiert, für welches y? # 1 (mod g). Daraus ergibt sich wieder g(g) <Vg. 
Der Fallg =2p® + 1; ß ungerade; $ >2; p #3; p = —1 (mod 4) zieht zunächst 
nach sich g = —1 (mod 3); p = —1 (mod 3), also p = —1 (mod 12) und g = —1 (mod 24). 
ga—1 
st5’ =—1 (mod g), so folgt wieder nach (15) für genügend große g, daß g(g) < Vq 
sein muß. Es bleibt somit noch übrig g= —1(mod5); p=—1(mod 5), d.h.g=—1 
(mod 120); p = —1 (mod 60). 
Der Fallg =%#*3°’+1;&>2; ß >0 liefert sogleich g =1 (mod 24). Auch hier 
ergibt sich wie oben g =—1 (mod 5), also qg = 49 (mod 120). Für die Exponenten folgt 
endlich noch: x + 1=ß (mod 4). 





Eingegangen 29. Oktober 1948. 
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Einleitung. 


Die folgenden Untersuchungen zur Mengenalgebra verdanken ihre Entstehung 
der Beobachtung, daß die zumeist geübten Methoden, mit Mengenausdrücken!) zu 
operieren, sie miteinander zu vergleichen, in andere umzulormen oder kompliziertere 
hierhergehörige Fragestellungen zu behandeln, der Einheitlichkeit ermangeln und oft- 
mals erst durch ad hoc ersonnene Mittel zum Ziele führen. Man kann aber zeigen — 
und das soll das Hauptthema der vorliegenden Arbeit darstellen —, daß die Behandlung 
der einschlägigen Probleme sich einem allgemeinen, systematischen Verfahren unter- 
werfen läßt, dessen Leistungsfähigkeit namentlich in.den komplizierteren Fällen erst 
richtig in Erscheinung tritt. Wenn auch — und dies vor allem im ersten Teil — das Haupt- 
augenmerk der Ausarbeitung eines solchen Verfahrens zugewandt wird, so kommen doch 
auch verschiedene, rein theoretisch interessante, mit den angestellten Untersuchungen 
in engerem Zusammenhang stehende Ergebnisse zur Sprache. 

Wie gemeinhin die Probleme der Mengenalgebra angepackt werden, dafür findet 
man in Lehrbüchern oder sonstiger, auf Mengen Bezug nehmender Literatur Beispiele 
genug. Für den Vergleich von Mengen bzw. Mengenausdrücken wird, indem man sich 
an die Definition der Gleichheit bzw. des Enthaltenseins zweier Mengen hält, gewöhnlich 
die p, g-Methode angewendet, die darin besteht, daß man, um z. B. die Gleichheit zweier 
Mengen X und 8 festzustellen, untersucht, ob mit pe auch stets pe B und mit gEe®B 


!) Was darunter zu verstehen ist, wird später präzisiert werden. 
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stets ge N zutrifft. In komplizierteren Fällen, insonderheit, wenn Differenzenbildungen 
auftreten, führt dieses Verfahren, mindestens in der sprachlichen Formulierung, zuweilen 
zu Umständlichkeiten. Mit zahlreichen Negationen vermengte Satzgebilde können da 
auftreten, was die Urteilsbildung beträchtlich erschweren, ja zu einer klippenreichen 
Angelegenheit machen kann. In anderen Fällen wieder läßt man sich von anschaulichen 
Überlegungen leiten, was wiederum die Gefahr des Übersehens wichtiger Sonderfälle in 
sich birgt, ganz abgesehen davon, daß zuletzt doch wieder eine streng logische Kontrolle 
vorgenommen werden muß. 

Die Logistik könnte uns ein erstes systematisches Verfahren von ausgesprochenem 
Kalkülcharakter liefern. Ohne besondere Umgestaltung würde es freilich für praktische 
Zwecke unliebsame Weitschweifigkeiten mit sich bringen; auch sind meines Wissens noch 
verhältnismäßig wenig Mathematiker mit ihrer Technik vertraut. Glücklicherweise zeigt 
sich, daß die Mittel zur Bewältigung der eingangs angedeuteten Probleme im wesent- 
lichen in der Mengenalgebra selbst schon bereitgestellt sind, und, wie hier gezeigt werden 
soll, gehörig ausgebaut, das Gewünschte leisten. 

Einiges von den nun zu entwickelnden Gedanken liegt im Keim bereits im Klassen- 
kalkül vorgebildet. In seiner konsequenten Weiterentwicklung führt er — ähnlich wie 
seinerzeit von D. Hilbert für den Aussagenkalkül durchgeführt — zu den ausgezeichneten 
Normalformen der Mengenalgebra, mit denen sich oft schon vorteilhaft operieren läßt. 
Diese Normalformen kann man in neue Formen, bestehend aus den Konstituenten und 
den zugehörigen Entwicklungskoeffizienten hinüberführen. Unter Beachtung, daß sich 
das Rechnen mit ihnen nur noch an den Koeffizienten abspielt, liegt es nahe, sich von 
den Konstituenten überhaupt loszulösen und einen letzten Schritt, den Übergang zu 
einem Kalkül mit Matrizen, deren Elemente die obengenannten Koeffizienten sind, zu 
vollziehen. Tatsächlich läßt sich auf diese Weise ein dem Mengenkalkül isomorpher 
Matrizenkalkül einrichten. Die mengenalgebraischen Probleme erscheinen darin in 
rein algebraischem Gewande von sehr durchsichtiger Gestalt, deren Lösung keinerlei 
prinzipielle Schwierigkeiten mehr bereitet. Für die praktische Handhabung spielt die 
leichte Übersetzbarkeit der ‚„‚Mengensprache‘ in die „Matrizensprache‘‘ und umgekehrt 
eine wesentliche Rolle. Hierfür stehen aber denkbar einfache Regeln zu Gebote. 

Zu einer Zeit, da neben den Mengensystemen bereits allgemeinere Systeme — ich 
denke in erster Linie an die Verbände — auf der Bildfläche erschienen sind, bedarf es 
vielleicht einer eigenen Rechtfertigung, wenn die folgenden Untersuchungen sich lediglich 
im Rahmen der Mengensysteme abspielen. Hierzu möchte ich folgendes bemerken: 
Während der Begriff der Menge und das Rechnen mit Mengen längst Allgemeingut aller 
Mathematiker geworden ist, ist die Kenntnis der oben erwähnten Systeme erst im Vor- 
dringen begriffen. Da der Zweck der vorliegenden Abhandlung in erster Linie kalkül- 
technischer Natur ist, so schien es mir deshalb vorteilhaft, die Dinge an Hand der allen 
wohlvertrauten Mengen zu entwickeln. Dem Kenner auch der anderen Systeme aber 
wird es leicht fallen, die folgenden Darlegungen in sinngemäßer Weise auch etwa auf die 
Booleschen Verbände zu übertragen, die im Falle, wo von unendlich vielen Grundelementen 
ausgegangen wird (entsprechend den unendlichen Grundmengensystemen der folgenden 
Untersuchungen) mindestens o- bzw. s-Verbände sein müssen?). . Das in ihnen allenfalls 
vorhandene Einselement kann dann die Rolle des ®, in welches die Grundmengen jeweils 
eingebettet gedacht sind, übernehmen. Dieser Übertragungsmöglichkeit entnimmt man 


2) Ein Boolescher Verband V heißt o-Verband, wenn jede Vereinigung von abzählbar (unendlich) 
vielen Elementen aus V wieder in V liegt. Er heißt insbesondere s-Verband, wenn dies für jede Vereinigung 
von beliebig vielen Elementen aus V zutrifft. Gilt Entsprechendes auch für die Durchschnitte, so spricht 
man von ö- bzw. d-Verbänden. 
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zugleich, daß in die wesentlichen Teile der vorgeführten Untersuchungen nur die =-Be- 
ziehung der Mengen, nicht aber auch die €-Beziehung der Elemente zu diesen eingehen. 
Erst, wenn Fragen behandelt werden, bei denen die Mengen in ihrer Eigenschaft als 
Zusammenfassung ihrer Elemente — oder in weiterer Spezialisierung gar als Punkt- 
mengen gewisser Räume — aufgefaßt werden, gelangt man zu spezielleren (für allgemeine 
Boolesche Verbände bedeutungslosen) Aussagen. 

Schließlich sei noch bemerkt, daß der mit der Logistik Vertraute Vieles von dem 
hier Dargelegten mutatis mutandum auch für die Behandlung von Problemen der Logik — 
speziell des Aussagen-, aber auch des Prädikatenkalküls — wird verwerten können. 
Hierauf näher einzugehen, liegt außerhalb der Absicht dieser Arbeit. Hingegen habe ich 
es für nützlich erachtet, in einem Anhang wenigstens ein paar Beispiele zu bringen, 
welche die Anwendbarkeit der gewonnenen Ergebnisse erweisen sollen. Dabei dürfte 
sich zeigen — besonders im Falle der Anwendung der Matrizenmethode — daß von der 
Formulierung der Probleme (eines sehr umfangreichen Problemkreises) angefangen bis 
zu ihrer Lösung die einzelnen Schritte geradezu zwangsläufig vor sich gehen, die Systematik 
des Verfahrens also zusätzliche Gedankenarbeit und schon gar knifflige Überlegungen 
ersparen hilft. 


Erster Teil. 


Endliche Mengensysteme. 
$ 1. Grundoperationen mit Mengen. g, &, M, und der reduzierte Mengenausdruck. 
In Definition 1 und Satz 1 wird eine Zusammenstellung der wichtigsten Begriffe 
und Regeln für das gewöhnliche algebraische Rechnen mit Mengen vorausgeschickt. 
Definition 1. Es werde festgesetzt: 
a) A B=pr Mist Teilmenge von B. 
b) A=B=p AB und B-N. 
c) O=p; die leere Menge (Nullelement im Bereich der Mengenringe) 
d) B=pr eine jeweils festgewählte, alle Mengen des betrachteten Bereiches 
enthaltende Menge. 


®—NA (das Minuszeichen dabei in der üblichen Bedeutung bei 
Mengen), Komplement von W. 


& 


e) —pr 


f) A+B, VU, UV; 


v=1 acA 


A-® auch AB, DW, DU, 


v=1 acA 


g) A—B=p AB (auch wenn nicht BU gilt). 


Satz 1. Es gelten: 
1. Ässoziatives, kommutatives Gesetz und die beiden distributiven auf Ver- 
einigungs- und Durchschnittsbildung bezüglichen Gesetze. 


2. AD=D, AHD=NA, AB=A, A+B-B. 
A+B-AB, AB-A+B. 

AA-D, A+A=B, O=B, B=D. 
AN. 


®) Statt Vereinigung bzw. Durchschnitt werden wir manchmal auch Summe bzw. Produkt sagen, 
und von deren Gliedern auch als von Summanden bzw. Faktoren sprechen. 


Bezeichnungen für Vereinigung bzw. Durch- 
schnitt?). 
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6. A 8 gleichwertig (kurz glw) AB=D glw A+B=B glw AB=N. Speziell 
daher A+A=NA, AA=N. 

7. AU+B=D glw A=D und B=dD. 

8. A=B glw ABHAB-D. 

Den folgenden Betrachtungen werde das endliche Mengensystem 


(I) g =n:{Aı, W,; ...; A} 
mit den paarweise verschiedenen, abstrakten Grundmengen U, zugrunde gelegt. 


Definition 2. Unter einem Mengenausdruck über g*) werde ein nur mit Hilfe der 
Vereinigungs-, Durchschnitts-, Differenzen- oder Komplementbildung (in endlicher 
Anzahl) an Mengen aus g gebildeter Ausdruck — eingeschlossen die beiden Konstanten 
DO und ® — verstanden. Mengenausdrücke sollen mit 

Bi A A m RP, 
und die durch sie dargestellten Mengen mit M,, M;,-, ... bezeichnet werden (sofern man 
an ihre Bildung mit Hilfe der ®, Y,... denkt). Die Gesamtheit der formal verschiedenen?) 
Mengenausdrücke über g werde mit ®, die der verschiedenen, durch sie dargestellten 
Mengen mit M, bezeichnet®). 

Im folgenden seien die Grundmengen zunächst als Variable aufgefaßt (OÖ und ® 
als Konstante), die den in Definition 1 und Satz 1 angegebenen Relationen genügen. 
Die unter deren Berücksichtigung sogleich durchzuführenden Umformungen sind äqui- 
valente Umformungen, sie führen nämlich jeden Mengenausdruck in einen äquivalenten 
über, womit gemeint ist, daß der ursprüngliche und der umgeformte Ausdruck bei Ein- 
setzung beliebiger Mengen an Stelle der Mengenvariablen dieselbe Menge liefern. Wir 
setzen zwischen äquivalenten Mengenausdrücken im folgenden einfach das Gleichheits- 
zeichen. 

Sei ein Mengenausdruck DB(A, , ..-, W,) gegeben. Zunächst sollen mit Hilfe von 
Definition 1, g, hierin allenfalls auftretende Minuszeichen ausgemerzt werden. Es treten 
dann höchstens noch die Operationszeichen +, - oder auf. 


Definition 3. Ein Mengenausdruck, der frei von Minuszeichen ist, heiße reduzierter 
Mengenausdruck. 
$ 2. Die ausgezeichnete Normalform von &. Das Konstituentensystem von g. 


Der Einfachheit halber werde der Ausgangspunkt immer gleich von reduzierten 
Mengenausdrücken genommen. Durch eine Reihe äquivalenter Umformungen läßt sich 


q r 

® dann auf eine Normalgestalt V DE,, bringen, worin die €,, in der folgenden Defi- 
a=10o=1 

nition 4 näher erklärt sind. Eine ausführliche Erörterung der zur Herstellung dieser 


Normalform nötigen Umformungen kann hier unterbleiben, da sie ganz den entsprechenden 
für die Herstellung der ausgezeichneten konjunktiven Normalform im Aussagenkalkül 


gleichen”). 


4) Die Zusatzbestimmung ‚‚über g‘ lassen wir, wo kein Mißverständnis zu befürchten ist, auch fort. 
5) Formal verschieden sollen zwei Mengenausdrücke immer dann heißen, wenn sie (die W,...-, U, 
als Unbestimmte im Sinne der Algebra aufgefaßt) nicht identisch gleich gebaut sind. 


r 
°) M, stellt im Falle = V W, offenbar nichts anderes als den kleinsten Mengenkörper über g dar. 


0=1 
?) Vgl. hierzu etwa Hübert Ackermann, Grundzüge der theoretischen Logik, 2. Aufl. 1938, S. 12ff. 


Eine besondere Rolle spielt dabei der Erweiterungsprozeß, der darin besteht, daß man einen Summanden, 
der für ein og weder W, noch Y, als Faktor enthält, mit dem Faktor (W,+,) distributiv ausmultipliziert. 


Journal für Mathematik. Bd. 188. Heft 2. 11 
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Definition 4. Ein auf die Gestalt 
q r 
Pxr= V DE, oder =D 


s=1ge=1 

gebrachter Mengenausdruck, in welchem jedes E,, entweder ein X, oder ein A, ist und 
alle auftretenden Durchschnitte bis auf die Reihenfolge der Faktoren formal verschieden 
sind®), heiße ausgezeichnete Normalform von ®, auch ®\p. Jeder Durchschnitt darin 
heiße ein Konstituent (von g). Das System sämtlicher, mit Hilfe der r Grundmengen von 
g bildbaren Konstituenten werde mit K bezeichnet und heiße das Konstituentensystem 
von 9. Die obige ausgezeichnete Normalform heiße 
auch ausgezeichnete Normalform von ® über K. __ Konstituenten-Tabelle 

Für die 2” verschiedenen Konstituenten von 9 | | A, | 
sollen zwei abkürzende Bezeichnungen eingeführt | \ | 
werden. Die erste entspricht mehr theoretischen, die | g | 
zweite besonders praktischen Bedürfnissen. In leichter 
Abwandlung wird die erste Bezeichnung später auch 
als die dem Fall unendlicher Grundmengensysteme an- 
gemessene erscheinen. Zwar werden wir bei festem r 
die 2" Konstituenten in der zweiten Bezeichnungsweise 
kurz mit $, bezeichnen, zum Zwecke ihrer rekursiven 
Definition ist es jedoch günstig, vorerst auch einen 
zweiten — vorn angebrachten — Index anzufügen; 
dies, um anzuzeigen, auf welches Grundmengensy- 
stem sich die jeweilige Numerierung bezieht. Steht als 
vorderer Index z. B. r+1 statt r, so heißt dies, daß 
die Konstituenten zu dem um die r+ 1-te Menge A,,, 
erweiterten Grundmengensystem [A , Aa, +, U, A; 1] 
gehören. In der nebenstehenden Tabelle lassen wir 
— ohne ein Mißverständnis befürchten zu müssen — die vorderen Indizes wieder fort, 
ebenso später, wenn kein Zweifel über die Bedeutung der verwendeten Zeichen besteht. 
Die erwähnten Definitionen lauten: 
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Definition 5. Man setze 


A fü ne 
1. I & = Ar... Ur, wobei Ur = | =. er 5 
Eu IA, für &,—0 


= "RU; für 2=1,2,...,% 
19,= 1) (RU. für A= +0, 0=1,2,...,. 

Die zweite Bezeichnung wird bis zu r=4 in der Tabelle veranschaulicht. Aus ihr 
ist auch die Zuordnung zu den $, ,,;, zu ersehen, wenn vereinbart wird: 

Steht in derselben Zeile neben S, das r-Tupel (£,...£,), so ist =f,,..,- Es 
deckt sich daher die Anordnung der $, nicht mit der lexikographischen der r-Tupel 
(£1-.-£,); doch hat diese Numerierung den Vorteil, daß man die für r Grundmengen auf- 
gestellte Tabelle, ohne das alte Schema darin umstoßen zu müssen, sofort auf den Fall 
von r+ 1 Grundmengen erweitern kann. Dazu braucht man nur unter die %-te Zeile 
das oberhalb stehende Schema nochmals hinzuschreiben und dem Ganzen eine r+ 1-te 
Spalte, in der zuerst 2” Einser, dann 2 Nullen stehen, anzufügen. Die in der Tabelle 
dick umrandeten Teile stellen in leicht ersichtlicher Weise die Bedeutung der &, für 
die Grundmengensysteme g mit r=1,2,3 und 4 dar. 


und allgemein "+',= 


®) Vgl. hierzu Fußnote 5). 








Wendelin, Untersuchungen zur Mengenalgebra. 


Satz 2. Für die 2" Konstituenten gilt: 
a) K,R,=D glw 8, ,= K, glvoto, 


Hieraus folgt unter Beachtung von Satz 1, Regel 7 und 6 der Identitätssatz für 
äquivalente Mengenausdrücke: 


Satz 3. Sei ©, nr VRR. und ®, xy = 
o=] 


t 
8,,.'%). Dann güt: ®, und ®, sind 
7=1 
dann und nur dann äquivalent, wenn ihre ausgezeichneten Normalformen identisch gleich 
sind. Der Fall, daß ®, x, =D oder Du, xy =D ist, ist inbegriffen. 

Demgemäß kann man die Mengenausdrücke von ® in soviel Klassen äquivalenter 
Mengenausdrücke einteilen, wie es verschiedene, aus den 2” Konstituenten bildbare 
Summen (die leere eingeschlossen) gibt; deren Anzahl beträgt gerade 2”. Es ist dies 
zugleich die Maximalzahl von Mengen, die M, enthalten kann. Sie wird im Falle eines 
bestimmt vorgegebenen Grundmengensystems genau dann erreicht, wenn seine sämt- 
lichen 2” Konstituenten + Ö sind. 


$& 3. Das vollständige und das wesentliche Konstituentensystem von g. 
Allgemeine und spezielle Lage von 9. 


Wir müssen, auch wenn wir die Auffassung der A, als Variable beibehalten, mit 
der Möglichkeit einer Verminderung der maximalen Konstituentenzahl rechnen. Wenn 
etwa bei einem Problem den Grundmengen von vornherein Bedingungen, z. B. in Gestalt 
von Bedingungsgleichungen!!) 


BU AED, AU =D 


auferlegt werden, so gehen diese, auf die ausgezeichnete Normalform gebracht, in For- 
derungen des Verschwindens gewisser Konstituenten über. Man wird dann bei der 
weiteren Behandlung des betreffenden Problems vorteilhaft nur noch mit den Kon- 
stituenten, die #0 sind, operieren. Die formale Eindeutigkeit der ausgezeichneten 
Normalform eines Mengenausdruckes über K geht im Falle des Verschwindens gewisser 
Konstituenten zunächst verloren — da man ja Konstituenten, die =D sind, nach 
Belieben fortlassen oder hinzufügen kann — läßt sich aber wieder erreichen, wenn man 
sich auf die Verwendung nur der Konstituenten, die # Ö sind, beschränkt. Es empfiehlt 
sich deshalb, die folgende Bezeichnungsweise einzuführen: 


Definition 6. Sei g={W,,-.-,W,}. Das aus den 2” formal verschiedenen Kon- 
stituenten bestehende System K heiße das vollständige Konstituentensystem (von 9), 
das Teilsystem der nichtverschwindenden Konstituenten daraus das wesentliche Kon- 
stituentensystem K® (von g). Die mit den Konstituenten aus K® gebildete ausgezeichnete 
Normalform heiße auch ausgezeichnete Normalform über K®. Gilt K=KP, so heiße g 
auch in allgemeiner Lage, sonst in spezieller Lage befindlich. 


Bo wir r 
9) Es ergibt ja = D(W,+,) nach dem ersten distributiven Gesetz entwickelt gerade die rechte 
o=1 
Seite von b). 
30) Dabei werde stets, wenn 8;— 8;,., Ru 8,5 ist, A<u gleichzeitig mit &<ß angenommen. 
4) Auch Forderungen der Art © y fallen natürlich darunter. 


11* 
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Es bedeute Zy die Anzahl der Elemente des Systems M. Wir können zeigen, daß 
zu beliebigem, der Bedingung 
(ß) 0<SZu.<s? 


genügendem Zy sich stets ein Grundmengensystem g={W,,..., W,} angeben läßt, 
welches Z;. wesentliche Konstituenten besitzt. Dazu bedenken wir zunächst, daß 
Definition 5, 1 unter Berücksichtigung der Formeln 


AU, DU+U), U,=U, D(U,+ Q,) 
+0 + 
folgendes ergibt: 
Satz 4 (Rücktransformationsformeln). 
1. U, = Vv 
re Mina 
V 
(Eis. &g-ı gr Er) 


gro ge-ı . 


2. A, = VV Re w_ı)4u> 


v=1 u=1 
ar 
AU=-/ RH-UN). 
i=1 
Der unter Satz 4, 1 angegebenen Darstellung entnimmt man leicht die Regel, nach 
welcher man unter Verwendung der vorigen Tabelle die in Satz 4, 2 stehende unüber- 
sichtliche Konstituentenvereinigung sofort hinschreiben kann: 


Satz5. Um die ausgezeichnete Normalform von U, (bzw. A,) zu finden, summiere 
man über jene $, der Tabelle, bei denen rechts von ihnen in der W,-Spalie eine Eins (bzw. 
eine Null) steht'?). 

Aus den Rücktransformationsformeln ergibt sich jetzt, daß man zu jedem, der 
Bedingung 


(ß) 0stis?” 


genügenden t (t ganz) stets ein Grundmengensystem g={AW,,..-, W,} angeben kann, 
das gerade t wesentliche Konstituenten besitzt. Man braucht dazu nur i paarweise 
fremde Mengen #D zu wählen, mit $,,..., , und 2’—t weitere leere Mengen mit 
$yr1> ---> Ar zu bezeichnen. Faßt man diese Mengen als die Konstituenten eines nach 
Satz 4, 2 zu bildenden Mengensystems g={W,, ..-, W,} auf, so stellt letzteres tatsächlich 
bereits ein den obigen Forderungen genügendes Grundmengensystem dar. Dessen 
wesentliche Konstituenten sind die t zuerst gewählten Mengen $,,..., 8,- 


12) ‚Schreibt man für die in Definition 5 bzw. Satz 4 gegebenen Abhängigkeiten der X, und 8, kurz: 
= A,(R,, ... Kr), g;= LITER ...; 4), 
so findet man, daß tatsächlich die Identitäten 
= 4, [R, (U, “... A,), ...,. Kr (A; 2. 4,)], K,= KU (R,; er. Kr), e.. AR, ; v... Kar)] 
für o= 1,2,...,r und A= 1,2,...,2” erfüllt sind. Übrigens stellen die Formeln des Satzes 4 nichts anderes 


als die ausgezeichneten Normalformen von %, bzw. 4, dar. 

13) Der Gebrauch der Tabelle wird noch erleichtert, wenn man die den 4, entsprechenden £-Werte 
klein in die Rubriken einsetzt, wie dies in der obigen Tabelle geschehen ist. Nach dem Dargelegten macht es 
auch keine Schwierigkeiten, die entsprechenden ausgezeichneten Normalformen für Ausdrücke .der Art 
A,U,, U,Y, usf. sofort mit Hilfe der Tabelle hinzuschreiben. 
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Beiläufig sei an dieser Stelle noch bemerkt: Im Hinblick darauf, daß jedes, eine 
spezielle Lage von 9={A,,...,W,} nach sich ziehende Bedingungssystem äquivalent 
mit dem Verschwinden gewisser Konstituenten von K ist, gibt es zunächst so viele ver- 
schiedene Bedingungssysteme wie K nicht leere, echte oder unechte Teilmengen besitzt. 
Von einem allgemeineren (invariantentheoretischen) Gesichtspunkt aus wird man diese 
Teilsysteme in Klassen gruppieren derart, daß alle Systeme derselben Klasse durch 
Anwendung geeigneter Permutationen 


A... AU, 
&...&,€,,1---&, 


(worin &,=NX, oder =W, sei und die Bedingung 


e 
(&%) &,=6&,, für oe=1,2,...,r 


erfüllen muß), auf die Konstituenten eines einzigen Systems aus ihr hervorgehen“). Die 
Systeme derselben Klasse bzw. die ihnen zugeordneten Bedingungssysteme kann man 
dann als unwesentlich verschieden ansehen. Ähnliche Betrachtungen ließen sich auch 
für die hierhergehörigen Probleme selbst und ihre Lösungen anstellen, was hier nicht 
weiter verfolgt werden soll. 


$& 4. Das Rechnen mit der ausgezeichneten Normalform. 


Die Rücktransformationsformeln geben uns auch ein Mittel an die Hand, einen 
gegebenen Mengenausdruck aus ® bzw. Mengen aus M, ohne Umschweife in die aus- 
gezeichnete Normalform hinüberzuschreiben. Dazu stellen wir vorerst einige für die 
ausgezeichnete Normalform geltenden Eigentümlichkeiten zusammen, vermöge welcher 
sıch das Rechnen mit ihnen einfach gestaltet: 


Satz 6. Für die ausgezeichnete Normalform gilt: 

1. D,=®, glw ®,,xy identisch gleich ©, xr- 

2. ©, ©, glw mit: Die Konstituentenmenge von ®,,xr ist Teilmenge der von ®, xr- 

3. D,D,=D glw mit: Die Konstituentenmengen von D,,xr und D,,yy sind zu- 
einander fremd. 


8 e t 
Ist Diy= VR,, so hat Dyy die Gestalt V R 
o=1 


t=1 


Ru STK Ra 


nn wobei 


1) Man fände z. B., daß es im Falle 9 {A,,94,,4,} mit K={f,, 8,,..., 8s} drei Klassen äqui- 
valenter Systeme von je zwei Konstituenten gibt, nämlich — wobei (z,») an Stelle von (8, 8,) geschrieben 
werde —: 


f (1,2), (1,3), (1,5), (3,4), (2,6), (8,4), (3,7), (4,8), (5, 6), | 
"16,9, (6,8), (7,8) 
„JA, (1,6), (1,7), (2,3), (2,5), (2,8), (3,5), (3,8), (4,6), | 
14,7), (5,8), (6,7) 
3.{ (1,8), (2,7), (8,6), (4, 5)}. 


Im ganzen 28 Paare, wie essein muß. Hierin gehen z. B. in der 1. Klasse alle Paare aus (1, 2) durch Anwendung 


der folgenden Permutationen hervor, wobei i statt W; und ö statt A, geschrieben werde. Wegen der Bedingung 
(%) genügt es, die Permutationen dreigliedrig zu schreiben: 


1ı23\ /ı23\ /ı23\ /123\ /123\ /123 1ı23\ /123\ /ı23\ /123\ /123 
213) \s2ı)’ \213/’ \s32i)’ \ı23/’ \321)/’ \3321)’ \ı123)’ \213)’ \213)’ \ı23 
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m 
R,, und D,,xr= VR,, s0 ist 
u=l 


(summiert über sämtliche Konstituenten aus ®, 'p und 
D,,xr); 
(summiert über alle, ®,,x„ und ®, xp gemeinsamen Kon- 
*» stituenten). 


k 
(DD) VRR, 
“=1 


Um nun die ausgezeichnete Normalform eines gegebenen Mengenausdruckes zu 
bilden — er sei gleich reduziert angenommen — hat man darin bloß nach Satz 4 die W, 
und A, durch die &, auszudrücken und das Ganze dann auszurechnen, was zufolge der 
in Satz 6 angegebenen Beziehungen sich sehr einfach gestaltet. 


85. Das Konstituentensystem für ein Mengensystem. 


Eine Kennzeichnung von K". 


Wir schalten eine bemerkenswerte Kennzeichnung von K® ein®). Dazu müssen 
wir vorerst den Begriff des Konstituentensystems für ein Mengensystem M erklären und 
eine wichtige Folgerung daraus ziehen. 

Definition 7. Wenn für ein gegebenes Mengensystem M und ein Teilsystem 8 
paarweise fremder Mengen +D daraus gilt, daß jede Menge M aus M eine Darstellung 

(1) N= V 6, 

SecES* 
besitzt, worin S* eine geeignete Teilmenge von $ ist, so heiße S ein Konstituentensystem 
für M und (1) die ausgezeichnete Normalform von M über S*). 


Satz 7. Es gilt dann: 


I. Sei M ein Mengenring. Ist S ein Konstituentensystem für M, so ist es durch M 
eindeutig bestimmt. 


II. Ist M ein Mengenkörper, so ist die Existenz eines Konstituentensystems für M 
gleichwertig mit der E.xistenz eines Systems T paarweise fremder Mengen +D aus M mit 
der Eigenschaft: 

a) Für jede Menge R aus M und jede Menge T aus T gilt entweder MT=-T 
oder MI=dD; 

b) Zu T läßt sich keine weitere, zu allen Mengen aus T fremde Menge #D 
aus M hinzufügen. 


(E) 


T ist dann identisch mit dem Konstituentensystem S für M. 


Aus diesem Satz, der sogleich bewiesen werden soll, folgt für K®: 


Satz 8. Das wesentliche Konstituentensystem K° ist zugleich Konstituentensysiem 
für M,, besitzt somit auch die Eigenschaft (E) von Satz 7"). 


Beweis von Satz 7. Zul: Sei R ebenfalls ein Konstituentensystem für M. Dann gilt 
(a) RS. 


15) g sei jetzt ein System fest vorgegebener Mengen. 

16) Sie ist, wie man sofort erkennt, eindeutig durch M bestimmt. 

17) Insbesondere ist damit auch die Existenz eines (und nur eines) Konstituentensystems für M, 
bewiesen. Es wird später in Abschnitt II die Existenz eines solchen unter sehr weiten Voraussetzungen auch 
unabhängig von dem Vorhandenseins eines Grundmengensystems nachgewiesen werden. 
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Wenn nämlich ein R, aus R nicht in S läge, so müßte entweder gelten: 


1. Für alle ©, aus S ist &,R,;, =D 
oder 

2. Es gibt ein ©, aus S, so daß SR. +D ist. 

In diesem Falle müßte der Durchschnitt &,R; echte Teilmenge entweder von ©, oder 
von R; sein. 

Im ersten Falle besäße R; (aus (M!) keine ausgezeichnete Normalform über S, im 
zweiten gäbe es für ©,R; (aus M!) entweder keine ausgezeichnete Normalform über $ 
oder keine über R. Also muß (a) gelten. Ähnlich zeigt man 

(b) S=R. 

Somit ist R=S. 

Zu II: Daß S die von T geforderten Eigenschaften besitzt, ist fast unmittelbar klar. 

Ist nämlich M eine Menge aus M und W= V €; ihre ausgezeichnete Normalform über 


u 
ses 


S, so folgt hieraus 


d 
| ll | für alle ©, aus S. 


M , G,= 

1 
Ferner ist jede zu S hinzugefügte Menge &*+&O aus M nicht mehr fremd zu sämtlichen 
©, aus S, weil ©* ja eine ausgezeichnete Normalform über S besitzt. 

Bleibt also noch zu zeigen, daß ein den unter II. geforderten Eigenschaften ge- 
nügendes T bereits ein Konstituentensystem ist, also jede Menge M aus M über T eine 
ausgezeichnete Normalform besitzt. Tatsächlich liegt in 

(1) M= V Z, 

IgEeT* 
worin T* alle jene T, aus 7 enthält, für welche T,-M-+OD zutrifft, die ausgezeichnete 
Normalform von M über T vor. Denn unter Beachtung von T,-M=T,; gilt: 
(2) M,=Dpr V TI, M. 
ET? 
Wäre hierin die linke Seite eine echte Teilmenge von M, d.h. 

(3) M+B-M mit PD und PNL=D, 
so gäbe es wegen (E) b) ein T* aus T mit T*-PB+OD, also T+-PB=T* Es wäre dann 
T+ BP und insbesondere T*-M-+D. Deshalb müßte T* in T* liegen. Andererseits 
ist wegen TB und P-M,=D auch T+M,=-D; es könnte also T* nicht in 7* 
liegen. Dieser Widerspruch entfällt nur für B=D, woraus sich die Richtigkeit von 
(1) ergibt. 


8 6. Die entwickelte Form eines Mengenausdruckes und das Rechnen mit ihr. 
Der nächste Schritt wird durch folgende Vereinbarung vorbereitet: 
Sind y, y, und y, ganze Zahlen =0 oder =1, so sei 
[M für y=1 ‚ j! für y,+9%>0 
= und Y,+%= ' 
| DO für y=0 |0 für „+y,=0 18). 


Diese Erklärung ermöglicht den Übergang zur entwickelten Form eines Mengenausdruckes 
bzw. der durch ihn dargestellten Menge. Wir sagen: 


yM 


18) Man beachte, daß daher die Gleichung 1+2=1 sowohl z=1 als auch x = 0 als Lösung besitzt. 
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Definition 9. Ist er Va L=% und y,=0 oder =1, so heiße diese 


Darstellung von ® die Betetilung von ® (über K), y, der A-te Entwicklungskoeffizient 


(von ®). Ähnlich für Entwicklungen über K®. 
Die Entwicklung von ® ist eindeutig über X%. Für das Rechnen mit Entwick- 


lungen sei nt nr all 
Satz 9. Ist ®= v8 und = Vu für k=1, 2, wobei K0={,..., ®)} 


1 


und 3, die Menge der Indizes der uiitteebsshnbnken en Y,, für k=1, 2 bedeutet, so gilt 
1. d,=®, glw 3, =%;- 
2. d,2 GB, glw 3, 8z- 
3. 8,8, =D gu I, =D. 


Me 
4. d= V y,8%, wobei y„=1—y;. 
,-1 


t 
9,+9,= V (Yrıt Y)RR- 


Tm1 
. 9, 9, = V Yaıdız R. 
= 


. 8°.8=y,: 8° (Bestimmungsformel für den r-ten Entwicklungskoeffizienten von ®). 
T Yı T g 


8 7. Der Matrizenkalkül in 2,. 


Da sich in entwickelter Form die mengenalgebraischen Operationen nur noch an 
den Entwicklungskoeffizienten vollziehen, lösen wir uns schließlich in einem letzten 
Schritt von den Konstituenten los und gehen zu einem Kalkül mit den Entwicklungs- 
koeffizienten selbst über. Das geschieht auf Grund der folgenden Verabredungen: 

t 
Definition 10. Hat M die Entwicklung M= V u,R° (über K°), so ordnen wir 


z=1 


M eine 0,1-Matrix M zu, was durch M «> M angedeutet sei, wobei 
Hı 
M=| : |, kurz M=(u,). 
KM: 
Speziell sei O«>O zugeordnet. 2, sei das dem Mengensystem M,, auf diese Weise 
zugeordnete Matrizensystem. — Für das Rechnen mit diesen Matrizen sei festgesetzt: 
a) Matrizengleichheit und Addition — jedoch mit + statt + für die Elemente — 
in der üblichen Weise. 
b) Ist M,=(u,,) (i=1, 2), so sei MM; = (u, 1 Ma) ®)- 
c) M sei das Komplement der Matrix M, definiert durch (z,), wobei u,=1—u, 
für r=1,2,...,t 
d) M\2 M,=p: M, M;=0. 
e) Die Operationszeichen +, -, und = für Mengen sollen den ebenso geschrie- 


benen für Matrizen zugeordnet werden. 
Aus Definition 10 und Satz 8 folgt: 


19) Vgl. hierzu auch Satz 6. 

20) Diese, von der gewöhnlichen etwas abweichende Erklärung der Matrizenmultiplikation könnte bei 
Verwendung quadratischer Diagonalmatrizen durch die gewöhnliche ersetzt werden, doch benötigen letztere 
ausgeschrieben für uns unnötig viel Raum. 
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Satz 10 (Isomorphiesatz). Der algebraische Mengenkalkül in M,, verläuft isomorph 
dem Matrizenkalkül in 2,. 
Allgemein besteht danach die Zuordnung 


DU: A)>D(A,,..., A), wenn W,>4, 
für o=1,2,...,r gilt. Für die Anwendung ist es deshalb wichtig zu wissen, wie die 
den X, (bzw. A,) zugeordneten Matrizen aussehen. Sie sind offenbar nichts anderes, 
als die in der Tabelle unter den W, (bzw. U,) stehenden &-Spalten. Im Falle, wo K® echte 
Teilmenge von K ist, sind dabei die Elemente jener Zeilen fortzulassen, in denen links 
ein 8,=D steht. 


8 8. Probleme, die sich mittels des obigen Matrizenkalküls behandeln lassen. 


_Matrizenverkürzungsregel. 


In $$ 4, 6 und 7 sind die drei Kalkülstufen in knapper Aufeinanderfolge für den 
Fall eines endlichen Grundmengensystems umrissen worden. Vornehmlich auf der letzten 
Stufe läßt sich eine Fülle von Problemen der Mengenlehre systematisch behandeln. Es 
bedarf jedoch kaum besondere Erwähnung, daß man in vielen Fällen auch schon mit 
den Mitteln früherer Stufen — oftmals schon mit den reduzierten Mengenausdrücken — 
auslangen kann). 

Eine Kennzeichnung aller mit der zuletzt beschriebenen Matrizenmethode be- 
handelbaren Probleme in geschlossener Form zu geben, dürfte auf Schwierigkeiten 
stoßen. Ein hierhergehöriger, umfangreicher Typus ist jedenfalls z. B. folgender?) : 


Problem. W,,..., U, seien r Grundmengen, X, ...:, X, irgend s unbekannte Mengen 
bzw. Mengenausdrücke. Diese sollen als Elemente von ® bzw. M,, so bestimmt werden, daß 
das System der vorgegebenen Relationen 


a) DA: ---, U, Ban ++ X)=d für pn=1,2,...,m 


P 
er b) FR: A Ks K)FD für v=1,2,...,0 


erfüllt wird). 

Als weitere Frage knüpft sich hieran die nach den Bedingungen, unter welchen ein 
vorgegebenes Problem der Art (P) lösbar wird. Bezüglich ganz anders gearteter Frage- 
stellungen sei auf Beispiel Nr. IV des Anhanges verwiesen. Es ist klar, daß die matrizen- 
mäßige Auflösung der unter (P) angegebenen Probleme einfache algebraische Aufgaben 
beinhalten, nämlich die Aufsuchung von 0,1-Lösungen, die ein einfaches finitkombinatori- 
sches Problem darstellt. 

Zuletzt sei noch auf einen wichtigen kalkültechnischen Belang aufmerksam gemacht. 
Für Probleme mit W,-Bedingungen ergibt sich nämlich die Möglichkeit, nach deren 
sofortiger Auswertung die Rechnung mit verkürzten Matrizen fortzuführen, was eine 
Vereinfachung bedeutet. Esist sehr leicht einzusehen, wie diese Verkürzungen zustande 
kommen. Ist beispielsweise eine einzige Bedingungsgleichung für die X, gegeben: 


(a) BA. A)=D, 


21) Vgl. dazu die Beispiele im Anhang. 

22) Der unter anderem z. B. auch die Fragen nach der Überführbarkeit in gewisser Weise aufgebauter 
Mengenausdrücke in gewisse anders gestaltete umfaßt. 

23) Dabei kann eine der beiden Gruppen (a) oder (b) auch leer sein, ebenso können in einigen dieser 
Bedingungen die W, oder X, fehlen. Übrigens werden Bedingungen für die X, zuweilen auch durch Gleichungen, 
die neben den A, auch X, enthalten, geliefert. So stellt A, +, +%,—D auch eine W,-Bedingung dar; ihr 
zufolge muß ja = W,=D sein. 


Journal für Mathematik. Bd. 188. Heft 2. 12 
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so wissen wir von früher her, daß diese äquivalent mit dem Verschwinden gewisser Kon- 
stituenten des vollständigen Systems K ist. Man kann sie zunächst so ausfindig machen, 
daß man ®, in die entwickelte und = OÖ zu setzende Form bringt: 


L 
(1) -r yK,=dD (L=?%). 
-1 


Dann müssen genau jene $, verschwinden, bei welchen y,+0 stehen. Sei dies etwa für 
A=hsig,...,3, der Fall. Von den dazugehörigen Konstituenten kann man für die 
weitere Rechnung absehen. Mittels Matrizen wird also nur noch mit einem verkürzten Typus 

m} 

M*=| : 

mi, 
weitergerechnet, worin, verglichen mit der ursprünglichen Voll-Matrix, die Zeilen ö,,ög,..-,?, 
fehlen. Es wäre nun unbequem, zur Ermittlung dieser Matrizengestalt erst den vorigen 
Umweg über die entwickelte Form beschreiten zu müssen. Sie ergibt sich aber un- 
gezwungen auf folgendem Wege, bei dem nur mit Matrizen operiert wird: 

Schreibt man nämlich die Bedingungsgleichung (a) mittels Matrizen, so ergibt die 

Ausrechnung eine Forderung der Art 


(1)* 


worin, nebenbei bemerkt, die y, die in (1) stehenden Entwicklungskoeffizienten sind. 

(1)* enthält genau in den Zeilen i,, ig, ...,, Widersprüche. Sie sind ein Fingerzeig 
dafür, daß wir diese Zeilen aus den Matrizen fortan streichen dürfen. Die einfache Regel 
für die Matrizenverkürzung lautet demnach: 


Satz 11 (Matrizenverkürzungsregel). Treten bei einem Problem Bedingungs- 
gleichungen auch für die Grundmengen auf, so bringe man diese zuerst in Matrizengestalt 
und streiche für das weitere Rechnen alle jene Zeilen, in denen die Matrizenbedingungen 
Widersprüche aufweisen *). 


Zweiter Teil. 


Unendliche Mengensysteme. 
8 1. s-Körper. Konstituentensysteme. 


Unter Berücksichtigung des im ersten Teil ausführlicher Dargelegten sollen die 
dort gewonnenen, auch für unendliche Mengensysteme geltenden Hauptergebnisse nur 
kurz gestreift werden. Einige weitere Fragen kommen zur Sprache. Für die angestellten 
Untersuchungen liegt die Annahme der Legitimität der auch auf unendliche Vereinigungen 
und Durchschnitte beliebiger Mächtigkeit ausgedehnten, in Satz 1 angeführten, ent- 
sprechenden Rechengesetze zugrunde ®). 


2) Im Hinblick auf die zuletzt meist notwendige Rückübersetzung in die Mengensprache, empfiehlt 
es sich, den Typus der verkürzten Matrix hinsichtlich der von der Voll-Matrix übernommenen Zeilen ein 
für allemal zu notieren. 

25) Dies für Mengen eigens hervorzuheben, wird man vielleicht für überflüssig erachten. Für (z. B.) 
Verbände dagegen müssen derlei Annahmen i.a. ausdrücklich gemacht werden. 
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Definition 11. Sei 9={W,, WU, --., Yu, ....} das unendliche Grundmengensystem, 
die Y; seien darin paarweise verschieden. 3 bedeute die Menge der Indizes {a, ß,...,&, ...}. 
Dann erklären wir: 


DO, U Up d-4- 
get 


Definition 12. Ein Mengensystem M heiße s- (bzw. d-) System, wenn jede Vereini- 
gung (bzw. Durchschnitt) von beliebig vielen Mengen aus M wieder in M liegt. Gilt diese 
Eigenschaft nur für die Vereinigungen (bzw. Durchschnitte) von höchstens je abzählbar 
unendlich vielen Mengen, so heiße M o- (bzw. ö-) System. Ist M zugleich ein Körper, 
so heiße er entsprechend s-Körper usw. 


Definition 13. M* bedeute den kleinsten s-Körper über g%). 
Definition 13 ist sinnvoll, da M* — als Durchschnitt sämtlicher im s-Körper 
aller Teilmengen von ® enthaltenen s-Körper über g — existiert. 


Satz 12. M* ist zugleich d-Körper über g. 

Dies folgt unmittelbar aus dem ersten Teil des allgemeinen Satzes: 

Satz 13. I. Ein s- (bzw. o-) Körper ist stets ein d- (bzw. ö-) Körper. 

II. Besitzt ein Mengenkörper M eine alle Mengen von M enthaltende Menge ®, 
so gilt: Ein d- (bzw. ö-) Körper M ist stets auch ein s- (bzw. o-) Körper. 

Beweis?”). Zu I. Sei M ein s-Körper. Sind dann ®,, ®,, ..., ®,,... beliebige 
Mengen aus M, so gilt 

(1) D®,=V®,, 

n n 


worin die Komplemente bezüglich einer festen, alle ®, enthaltenden Menge ®* aus M 


zu bilden sind®). Zufolge der s-Körpereigenschaft von M liegen die B,; VB, und 
n 


also auch v8, in M. — Der Beweis für o-Körper verläuft analog. 

Zu 1. Man geht jetzt von der Formel 

(2) V8,-D®%, 
aus, worin die Komplemente bezüglich ® zu bilden sind und schließt im übrigen ähnlich 
wie unter Beweis zu I. weiter. 


Wenn wir nun 


P “u D (U:+ Y,) 
geh 


nach dem ersten distributiven Gesetz entwickeln, erhalten wir eine Vereinigung von 
Durchschnitten, die wir wieder Konstituenten von g nennen wollen. Ihre Bezeichnung 
werde folgendermaßen geregelt: 


Definition 14. Es bedeute f die Gesamtheit der 0,1-Funktionen f(x), definiert 
über 3, d.h. der eindeutigen Funktionen f(x) mit dem Wertebereich (0,1). Die Kon- 
stituenten werden dann erklärt durch 


W. für f)=1 
8,= DU”, wobei un | ’ Ko 
8e3 4; für f&H)=0. 
Das System aller Konstituenten + Ö heiße (wesentliches) Konstituentensystem K (von 9). 


2) Im Bereich der Verbände hieße M* Boolescher Vollverband. 

2”) Der Beweis für o-Körper ist bekannt (vgl. etwa: Tornier, Wahrscheinlichkeitsrechnung und all- 
gemeine Integrationstheorie, Leipzig u. Berlin, 1936, S. 5). Der-hier für s-Körper gegebene und (ähnlich für 
o-Körper gültige) Beweis dürfte sich jedoch durch besondere Kürze auszeichnen. 

2) Z.B. kann man als ®* die Vereinigungsmenge V», wählen. 
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Wir heben ein paar wichtige Eigenschaften hervor: 


Satz 14. 1. Die Konstituenten sind paarweise fremd. 
2. VR,=V8, (mi FTD gw F=f". 
Jet Je 
3. Vereinigung, Durchschnitt und Komplement beliebig vieler Vereinigungen aus 
Konstituenten ergeben wieder eine Vereinigung von solchen. 


Definition 15. My, bedeute das System aller Vereinigungen der $, aus K, die 
leere (=D) und ® inbegrifien. 


Satz 15. Es gilt die wichtige Beziehung 
M*=M;z, 
die unter anderem besagt, daß jedes Element des kleinsten s-Körpers über g als Vereinigung 
geeigneter Konstituenten von g aufgefaßt werden kann. 
Beweis. Wegen Satz 14 führt Durchschnitts-, Vereinigungs- und Komplement- 
bildung nicht aus Mx heraus. Da außerdem sämtliche Mengen aus g auch in Mx lie- 
gen), so stellt M, bereits den kleinsten s-Körper über g dar. 


8 2. Das Konstituentensystem für einen s-Körper. 


Definition 7 und Satz 7 können — wie bereits dort erwähnt — ebenso nun für 
s-Mengenringe bzw. s-Mengenkörper M übernommen werden. Ihnen entnimmt man: 


Satz 16. Das wesentliche Konstituentensystem K von g fällt mit dem Konstituenten- 

system für M*(—= M;) zusammen, und es ist 
Re = 2°, 
wenn Ny. die Mächtigkeit von M*, Nx die von K bedeutet. 

Denn jede Menge aus M* besitzt über K eine ausgezeichnete Normalform. Ferner 
ist M* äquivalent der Potenzmenge von K. 

Ist £ der kleinste o-Körper über g, so ist {2 M*. Daher die Mächtigkeitsbeziehung: 

(P) N< N ype (= 28x) 90), 

Wie in Abschnitt I können die Elemente von M* wieder in die entwickelte Form 
gebracht werden; und auch der Übergang zu den (verallgemeinerten) unendlichen 
Matrizen und dem entsprechenden Kalkül darin, der isomorph dem im Bereich M* 
verläuft, vollzieht sich wie dort®?!). Das braucht hier nicht näher ausgeführt zu werden. 


2°) Esistja U;—= V 8; und A V &;, worin f* bzw. f** die Menge aller 0,1-Funktionen f(x) 
fei* tef** 


mit f(&)=1, bzw. — 0 bedeutet. 

30) Der besonderen Kürze wegen sei hier noch ein Beweis des bekannten Satzes angeführt, daß der 
kleinste Mengenkörper über einem abzählbar unendlichen Grundmengensystem g selbst wieder abzählbar 
ist. Es gilt nämlich mit unseren Bezeichnungen von Abschnitt I, wenn Mg, sich auf 9 {U,, W,, ..., W} 
bezieht und f* den kleinsten Körper über g9= {U,, %,; ... bedeutet: 

oo 
9 Fe VM > 
i=1 
woraus unmittelbar der obige Satz folgt. 
31) Für unendliche Summen der Art 2r ist dann zu setzen: 


+ = 1, wenn wenigstens ein yg>0 ist, 
y v \= 0, wenn alle yg=0 sind, 
und für unendliche Produkte: 


11». 
€ 


= 1, wenn alle yg=1 sind, 
= (, wenn wenigstens ein Faktor = 0 ist. 








‚us 
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Wir zeigen jetzt: 
Satz 17. Sei M ein s-Körper; dann besitzt M stets (genau) ein Konstituentensystem K 

für M. Ist Sy die Mächtigkeit von M, Nx die von K, so ist . 

Ny = NK, 






Beweis. Sei 


(1) = 





v m. 
M;eM 





Bedeutet Z die Indizesmenge der M, aus M, so gilt weiter B 


gez 






Dies entwickelt ergibt 
(2) = VL. 
u€6 
Hierin bedeute @ die Menge aller über Z erklärten 0, 1-Funktionen g(x) und 


8,— DM®. 


ges 








Da 
M-MB-M, D 

nes,nt$ 

so besitzt jede Menge M, aus M eine Darstellung 
(3) M= VL, G*2G. 
vEeu* 

Sie wird eindeutig, wenn man sich dabei auf das System K aller &,# 9, die mit $, 
bezeichnet werden mögen, beschränkt. Dann stellt aber K — da außerdem die $}, paar- 
weise fremd zueinander sind — ein Konstituentensystem für M dar. Wie unter Satz 16 


bewiesen, folgt daraus auch 


(M,+M,) 








Nu = 2x, 





Anmerkung. Bedeutet M* das kleinste s-System über dem Grundmengensystem g, 
K das Konstituentensystem für M* und fden kleinsten o-Körper über g, so stellt M*eine 
Erweiterung von f dar, in welcher sich (mit Hilfe der Konstituenten aus K) gewisse, z. B. 
Unterkörper betreffende Überlegungen zuweilen einfacher durchführen oder Aussagen 
gewinnen lassen, die ohne den Weg durch die Erweiterung nicht so bequem zu erhalten 
wären (vgl. hierzu das Beispiel VI des Anhanges!) ?2). 

Zu dem nach Satz 17 stets vorhandenen Konstituentensystem KX für einen s-Körper 
läßt sich auch stets ein Grundmengensystem g°°) angeben, von dem K das (wesentliche) 
Konstituentensystem ist. Etwa folgendermaßen: 

Sei 8, eine der Bedingung 8;< 2% genügende Kardinalzahl. Man wähle dann eine 
Indizesmenge 3 derart, daß 8,=8,. Ferner sei f die Menge der 0,1-Funktionen f(x) 
über $ (als Definitionsbereich) und jetzt f’ eine Teilmenge von f, für die 


N. —Nx r=i-f 
gilt. Zwischen den Elementen von K und f’ werde eine eineindeutige Zuordnung her- 
gestellt. Wenn dabei ein Konstituent aus K der Funktion f zugeordnet wird, so soll er 












und 











32) Ähnlichen Verhältnissen begegnet man ja auch anderorts bei Erweiterungen, z. B. im Falle des 
Überganges vom Körper der reellen zu dem der komplexen Zahlen, der auch bei nur durchgangsweiser Be- 
nutzung oft gute Dienste leistet und Beziehungen, die im Reellen allein wenig durchsichtig sind, zu erhellen 
vermag. 

3) das natürlich nicht eindeutig bestimmt ist. 






94 Wendelin, Untersuchungen zur Mengenalgebra. 


mit $, bezeichnet werden. Man wähle nun noch Mengen $,=& für alle fausf”’. Die 
Gesamtheit all dieser $, stellt dann das (vollständige) Konstituentensystem des Grund- 
mengensystems 
. {A Ups». Aa} 
dar, das mit der früher eingeführten Indizesmenge 3 zu bilden und dessen wesentliches 
Konstituentensystem gerade K ist®). Dabei gilt für alle & aus 3 
U=pı V K,; 


SEle,e 
und f,,, enthält alle f mit f(&$)=e (e=0 oder 1). 


Anhang. 
Beispiele. 
I. Es sei zu zeigen, daß für 
= (A B—(C—-D) und D,=[(A—B)— EI+D 
stets DB, D, gilt. 
Der Beweis kann mit reduzierten Formen vielleicht am raschesten erbracht werden: 


D,d,-ABCDH(ABCH+D)-AB(CHD) ÄHB+OD-D®). 
Um nun noch — die , bezüglich g={W, ®, €, D} als Vergleichsmengen benützend 


— festzustellen, was ©, auf ®, fehlt, ziehe man beispielsweise die ausgezeichnete Normalform 
heran; man findet: 


D,,nr-ABED+A BED+A BED 
D,,nr-ABED+ABED+ABED+ABED+ABED+ABED+ABED+ABED+ABED. 


D,—9d, ist also durch die Vereinigungsmenge der letzten sechs Summanden von D,,xr 
gegeben. Nur, wenn diese alle = sind, besteht die Gleichheit D,=B,. 


II. Für zwei Mengenfolgen (W,) und (B,) sei zu zeigen: 
Lim 4, — Lim, B,= Lim (U,—Q, B,) )- 
Beschränken wir uns wieder auf den Gebrauch der reduzierten Formen, so ist unter 


Beachtung von A,—A,B,=A,B, zu zeigen: 








8-5 V/ DAUB-V DU,-D VWB,=D, 


y=1 g=r n=1lv=n m=1 u=m 


34) Man rechnet leicht nach, daß dann identisch gilt: 
8,- ( D “) -DX( V %) für alle faus f. 
ge seI Steig, 
#) Die effektive Ausmultiplikation kann man sich in vielen Fällen natürlich auf Grund genauer Be- 
trachtung der entstehenden Terme ersparen. 


#) Unter Lim bzw. Lim seien die sogenannten algebraischen Mengenlimites verstanden, erklärt durch 


00 00 — oo oo 
Lim M, = V DM;,, Lim M, — D VRM;. 


n=1 Äi=n n=1A=n 
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worin die Striche die Bedeutung von Komplementärstrichen haben. Nun ist 


A-V DAV DAU+B)DVA4B)=V vide DA+8)D VA+B)!. 


n=1»v=n m=1 u=m r=1 e=r n=1 m=1l=n u=m r=10=r 
9 verschwindet nur dann, wenn sämtliche hierin stehenden Klammerausdrücke {---} — 
sie seien mit W,,, bezeichnet — gleich O werden. Nun gilt aber 
AWnB: DWDA+B,): VAU+B), 
ee 0=8 
worin s=Max (n, m) und ®, einen Mengenlaktor bedeutet; daher ist 
Aun=®. v (A,+B,)- DA,®, —-QD, also auch A=dD. 
vs o=8 
Ähnlich zeigt man B=D. 
III. Gegeben seien die Mengen W,,4,, U; und W,. (Gesucht sind vier Mengen 
X, X2, X, und &, aus M,, wobei g= {W,, W,, W;, A,} ist, derart, daß 
(a) (UA) (UA) (K%)+ (KK): 
gilt, wobei bei jeder auftretenden Differenz M—M, stets M;< M, vorausgesetzt und 
X — X, fremd zu X,— X, sei”). 
Schreiben wir (a) und die vielen in der Angabe steckenden Bedingungen gleich 
in reduzierter Form an: 
(a) A,AZUzt A,AzA,— KR Kot Ra Ku; 
(a,) | AND, 
(a,) WU-D, 
(a3) WAALFWAA,-D (dies wegen W-A, 2 W—,), 
(b,) %, =D; 
(b;) % K=d, 
(b,) RRKu=D- 
Sei B= v W, (daher R,=D). Wir können also gleich mit 15- (statt 16-)zeiligen 
Monk aneiluhn Unter Verwendung der früher angegebenen Konstituententabelle 
findet man nach leichter Ausrechnung, daß die mittels Matrizen geschriebenen W,-Be- 


dingungen (a,), (a,) und (a,) insgesamt in den Zeilen A=2, 5,6,7,8,9,10,12 und 14 
Widersprüche aufweisen. Wir brauchen also nur mit Matrizen des Typus 


weiter zu rechnen. (a), (b,), (b,) und (b,) ergeben nach einfacher Rechnung Matrizen- 
gleichungen für die %,, &,, X, und &%,. Man entnimmt ihnen die Lösungen ®) (für die 


37) Dieses Beispiel ist im wesentlichen dem auf S.8 von E. Torniers Wahrscheinlichkeitsrechnung und 
Integrationstheorie (Verlag Teubner 1936) stehenden Beweis zu einem Satz über die Struktur des kleinsten 
Körpers über einem gegebenen Mengensystem 2 entnommen, mit dem Unterschied, daß im vorliegenden 
"alle die Lösungen gleich aus dem k'einsten Mengenkörper M,„ über g herausgegriffen werden sollen. 

3) Unter besonderer Beachtung von Fußnote !®). 





96 Wendelin, Untersuchungen zur Mengenalgebra. 


Elemente der unbekannten Matrizen X, bis X,): 


%, 1 =%,, = 0 oder %,,=%,4=0 oder] für v=1,4, 11, 13 
%,ı = %a 1 : u A| ) Zar 


für »=3, 15. 





Im ganzen (44) : (42) = 4096 an der Zahl. Wegen der Gleichwertigkeit von (X, — %X,)+ (Xs—X,) 
mit (&—%,)+(%,—X,) verbleiben als wesentlich verschieden 2048 davon. Greift man 
aus dieser (gewiß nicht durchwegs interessanten) Fülle von Möglichkeiten speziell 


SOOOO9 m — 
SOOOo99 — 


heraus und geht schließlich zur Mengendarstellung mit den Konstituenten $, über — 
wobei zu beachten ist, daß 8,, 8;, Kg, Hr; Kg, Ry; Kun, Kıa, Kıs, As =dD sind —, so 
erhält man für die obige Lösung ®): 
KU NUM, = AA, und = WN,, 
womit die folgende Darstellung gewonnen ist: 
(U — A) (U —,) _ [U —(U+ A, Y,)] + TA, A-NA,A,] ’ 


die mit der von Tornier angeführten übereinstimmt. 


IV. Gegeben sei g={W,, ---; U, ®= V/ U,. Wie sieht die umfassendste Teilmenge 


-1 
G von M,, aus, welche die Eigenschaft besitzt, daß für alle) aus G und OD und alle Y', W" 
aus M, aus YV- AV" stets WW’ folgt? 
Die Lösung lautet: G={B} (8 als einziges Element). 
Denn ein 9), dessen zugeordnete Matrix eine Null enthält, kann nicht in @ liegen. 


Sei nämlich etwa 
Yı Yı Yı 


Y-ı Y_i ER 
9] (L=?%), so setze man W'=|1 ‚, W=|0 
Yr+1 Yorı AR 




















EEE Yı-ı Yı-ı Yı-ı 
3) Sie läßt sich mit Hilfe der Tabelle leicht gewinnen; doch ist klar, daß die Darstellungen für die X, 
nicht eindeutig bestimmt sind. — Wenn man sich bloß die Aufgabe gestellt hätte, die Differenz (A— 8) —(C—®) 
als Summe’ endlich vieler (nicht notwendig zweier) paarweise fremder Differenzen aus Elementen über dem 
kleinsten Ring über g darzustellen — was beim Beweis des unter Fußnote ?”) zitierten Satzes an entsprechender 
Stelle bereits genügen würde — so könnte man auf folgende Weise sofort zum Ziel gelangen: 
(A-B)—(E- D) =AB(C+DP)-ABEH+ABD- ABE(D+D)JHAB(CHE)D 
—ABED+HABEDHABED. 

Hier sind die drei zuletzt stehenden Summanden (Konstituenten!) bereits paarweise fremd zueinander. Geht 
man wieder zur Differenzenschreibung über, so erhält man schließlich 

(A—B)—(E- Dd) = [AD(B+E)ADIH+LAB+E+DMLACED-BACD], 
als Darstellung, welche den obigen Forderungen genügt. Also auch dieses Ergebnis läßt sich solcherart ohne 
Umformungsgeschick oder besondere Kunstgriffe gewinnen. 
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Dann gilt zwar YJY’=-WN’”, jedoch nicht W’=%'. Es bleibt somit als einzige Möglich- 
keit noch Y=%, und tatsächlich genügt diese Menge den an sie (als Menge von G) ge- 
stellten Forderungen. 

V. Zwei Beispiele zu den allgemeinen Lagen von Grundmengensystemen. 

a) Allgemein kann ein endliches Grundmengensystem g={W,, ..., X,} allgemeiner 
Lage dadurch hergestellt werden, daß man 2” paarweise fremde Mengen +& wählt, mit 
®, bis Szr bezeichnet und mit ihrer Hilfe (gemäß Satz 4) r Mengen X, bildet, die dann 
ein solches Grundmengensystem (mit den obigen $}, als wesentlichen Konstituenten) 
darstellen. Analog geht man im Falle unendlicher Grundmengensysteme vor. Für die 
Punktmengen z.B. der euklidischen Ebene läßt sich im Falle eines endlichen Grund- 
mengensystems zeigen, daß man die W, sogar als von einfach-geschlossenen Jordanschen 
Kurven begrenzte Gebiete wählen kann. Nachstehende Figur zeigt das topologische 
Schema eines solchen Grundmengensystems für r=3. Ihm entnimmt man leicht, wie es 
auf mehr als drei Grundmengen auszudehnen wäre®°). Es läßt sich sogar auf abzählbar 
unendlich viele Grundmengen iterieren, was nebenbei bemerkt sei). 





Erklärung. 


Es wird in der Figur be- 
| grenzt: 

T ıE 8 durch —— , 
. ? 6 A, durch — — —, 

i A, durch —— — 
und W, durch 











b) Im Zusammenhang mit dem Vorigen sei noch die Frage aufgeworfen: 

Von welcher Mächtigkeit 8, kann ein Grundmengensystem g höchstens sein, wenn 
dessen Mengen nur aus Elementen einer vorgegebenen Menge © der Mächtigkeit N gebildet 
werden dürfen ? 

Für die Mächtigkeit des kleinsten s-Körpers M* über g gilt zunächst 8. S2"®. 
Da aber (in allgemeiner Lage) 8. = (0) ist, folgt aus beiden Beziehungen 


9le*") <2® oder also (B) 9° <Ne®). 
Umgekehrt erkennt man, daß im Falle des Erfülltseins der Bedingung (B) sich stets ein 
Grundmengensystem allgemeiner Lage finden läßt, dessen Mengen nur aus Elementen 
von © gebildet sind. — Ist speziell 85 = 8, (d.h. gleich der Mächtigkeit der abzählbar 
unendlichen Mengen), so entnimmt man (B), daß dann kein unendliches Grundmengen- 
system mit Hilfe von © herstellbar ist. Es läßt sich daher z. B. aus den rationalen Punk- 
ten der Ebene niemals ein unendliches Grundmengensystem allgemeiner Lage herstellen; 


40) Die in den einzelnen Feldern eingetragenen Zahlen sind die den Konstituenten entsprechend der 
Tabelle zukommenden Nummern. Nur die in der Figur dick gezeichneten Randteile gehören noch zu den 
betreffenden W,. 

41) Der Beweis, daß die unendlichen Durchschnitte &, alle + O sind, stützt sich im weiteren auf den 
Cantorschen Durchschnittsatz für beschränkte, monoton fallende, abgeschlossene und nicht leere Punkt- 
mengen. Die noch nicht abgeschlossenen, die Faktoren der $, darstellenden Punktmengen werden dabei 
vorerst nach unten zu durch abgeschlossene Punktmengen abgeschätzt. 

42) Die dicht nebeneinander laufenden Begrenzungslinien sind zusammenfallend zu denken. 

4) Für endliche Systeme hat man, wenn N9=r und NsS=s ist, die Bedingung rs 2. 
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eine Erkenntnis, die sich aus rein kombinatorischen Überlegungen heraus vermutlich 
nicht so leicht hätte gewinnen lassen. 


VI. Konstruktion des kleinsten Mengenkörpers { über einem vorgegebenen Mengen- 
system 9 mit Hilfe des kleinsten (Erweiterungs-) s-Körpers M* über 9. 

Das Mengensystem g sei gegeben durch 

(1) MM 
3 bedeute die Indizesmenge {x, ß, ...}, f die Menge der über 3 definierten 0, 1-Funktionen 
f(x) und K das wesentliche Konstituentensystem von g“). Jede Menge M, aus g besitzt 
dann eine ausgezeichnete Normalform über K: 

(2) M, = V R,; 

Seie 

worin f; eine durch M, eindeutig bestimmte Teilmenge von f bedeutet. 

Wir erklären noch: 


(3) Unter Ei E ... sollen stets Teilmengen von f der Art f, oder Te t» verstanden 
werden ,=i-h)- Speziell tritt unter den f}, auch die leere Menge (als =f,'f,) auf. 
Für das Rechnen mit den ausgezeichneten Normalformen stellen wir für unsere 
Zwecke folgende Regeln besonders heraus: 
(R 1) [ VEH+VR=- 78, 
Ser Je“ Fer+T Je r £ a i 
(R 3) [ vRH:-’R=- worin f’ und f” zwei beliebige Teil- 
Ser Jei” Jer-i” mengen von f bedeuten. 
(R 3) [ VS-VA= 78% 
ser ser’ Fer 
Unter Beachtung von (2), (R 1) bis (R 3) und (3) ergibt sich als fast unmittelbar klar: 
(a) Der kleinste Mengenkörper £ über g muß jedenfalls sämtliche Mengen X der Gestalt 
k= V k, 
mn. a 
PR ar fur 
enthalten, worin m, n beliebige natürliche Zahlen und die ff, beliebige Mengen der unter (3) 
angegebenen Art bedeuten. Insbesondere tritt unter diesen X auch jedes M, aus g auf. 
Es gilt aber auch: 
(b) Die Gesamtheit der unter (a) angeführten Mengen bilden bereits einen Mengen- 
körper (über 9). 
Um dies einzusehen, stellen wir den vorigen drei Regeln noch drei Tatsachen zur 
Seite: Nennen wir kurz jede Menge der Art 
m Nu 
®=-, VD e 


u=1v=1 





eine VD-Menge, so gilt: 
(Ti) Mit ®’ und ®’” ist auch stets ®’+®’ eine VD-Menge. 
(T 2) Mit ® und ®" ist auch stets ®’-®’' eine V D-Menge. 
(T 3) Mit ®' und ®’ ist auch stets ®’—®' eine VD-Menge. 


(T 1) und (T 2) bedarf keiner näheren Ausführung. Zum Beweis von (T 3) beachte man, 
daß ne 
I 


mn r®% mn e 5 

'* ro 'K Po * 

Vv Din Vv D Mr ud Vv D rd D V Me on Vv D fix 
n=1l»v=1 o=10o=1 n=1lv=l o=1o=1 i=1 x=1 


4) Es ist nach Satz 16 zugleich das wesentliche Konstituentensystem für M*. 
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m n 
ist. Wegen des Faktors V D f‚„ stehen im letzten Ausdruck sicher keine Summanden, 
- ul rel 
die als Faktoren nur Komplemente f, enthielten. 

(R 1) bis (T 3) ergeben sofort die Richtigkeit der Behauptung unter (b)#). Aus 
(a) und (b) folgt somit: 

(I) Der kleinste Mengenkörper f über g ist gegeben durch die sämtlichen Mengen % 
der Gestalt 

(4) = V K,: 

ev v . 
n=1v=1 

Nun gilt bekanntlich der Satz: 

(I*) Der kleinste Mengenkörper £ über g besteht genau aus den endlichen Vereinigungen 
von paarweise fremden Differenzen, die gebildet sind aus den Elementen des kleinsten 
Mengenringes x über g. 

Ihn aus (I) abzuleiten, bedarf es lediglich einer einfachen Umschreibung der unter 
(I) gegebenen Ausdrücke für die X, wobei nochmals die Bedeutung der ausgezeichneten 
Normalformen hervortreten wird. 

Daß zunächst unter den in (I) angegebenen % auch sämtliche in (1*) genannten 
Mengen auftreten, ist klar. Bleibt also noch zu zeigen, daß jedes & aus (I) sich auf die in 
(I*) erwähnte Gestalt bringen läßt. Für ein X der Gestalt (4) gilt nun 


m Nu 


(5) &-V/ V S=-V/DVE. 


u=1 u=1v=1 Schw 


nu . 
JcD ii 
v=1 


n 


Für die Ausdrücke B,=p); D V &, kann man hierin schreiben 


(6) 
kürzer 

(7) 
worin U, =M,  M,, und -M, + +M,, bedeuten und sowohl A, als auch ®, 
in r liegen. Für & ergibt sich demnach 

(8) = VA ®B,- 

u=l 
Hierin müssen die Summanden X,®, noch nicht paarweise fremd zueinander sein. Um 
auch dies zu erreichen, bedienen wir uns abermals des Mittels der ausgezeichneten 
Normalform. Mit K* sei jetzt das wesentliche Konstituentensystem über 
ul Us Bar rn O 

bezeichnet, die f* seien dessen Konstituenten. X habe dann über K* die ausgezeichnete 
Normalform 

(9) 
In ihr sind sämtliche Summanden bereits paarweise fremd zueinander. Überdies aber 
läßt sich hierin — wie eine analoge Überlegung zu der, die von (6) zu (7) geführt hat, 
lehrt — jeder Summand noch als Differenz ®,,—D,, schreiben, mit ®,, und O,, aus rt, 
womit alles Nötige gesagt ist. 


4) Zum Nachweis der Körpereigenschaft hätte man sich übrigens auf den Nachweis der Abgeschlossen- 
heit gegenüber Vereinigungs- und Differenzenbildung beschränken können. 





Eingegangen 28. April 1949 (Beispiel VI am 20. August 1949). 





Eichflächenprinzipien 


in der projektiven Flächentheorie. 


Von Wilhelm Süss in Freiburg i. Br. 


1. L. Berwald hat die elementare und affine Differentialgeometrie durch invariante 
Eigenschaften im euklidisch-affinen Raum in einheitlicher Weise charakterisiert!). Auch 
die relative Flächentheorie von Emil Müller läßt sich leicht in den Berwaldschen Aufbau 
einbeziehen. Der Gesichtspunkt der relativen Differentialgeometrie tritt freilich in der 
Berwaldschen Arbeit nicht besonders hervor. In stärkerer Weise habe ich ihn gelegent- 
lich herausgearbeitet, um den Gleichklang vieler Ergebnisse der elementaren und der 
affinen Flächentheorie von einem allgemeineren Standpunkt aus zu beleuchten?). 


Eine hierzu analoge Erweiterung der projektiven Flächentheorie, wie sie z. B. in 
dem Werk von Fubini und Öech dargestellt ist, stammt von A. Norden?). Seine an- 
scheinend wenig bekannt gewordene Arbeit enthält bei Heranziehung entsprechender 
Eichflächen einer relativen Geometrie in einem in sich dualen Aufbau die Theorie von 
Emil Müller %), wie auch die von Fubini und Cech 5), sowie die Flächentheorie in Räumen 
konstanter Krünımung. Unser Ziel besteht darin, hier eine dem Berwaldschen Aufbau 
entsprechende Grundlegung dieser allgemeinen projektiven Flächentheorie zu geben, 
der sich auch die Eisenhartsche Fundamentaltransformation®) einordnet. 


8 1. Die invarianten Differentialformen und Ableitungsgleichungen einer 
Flächentheorie bei homogenen Koordinaten im euklidisch-affinen Raum. 

2. Wir legen der Betrachtung einer Fläche, die durch den Vierervektor homogener 
Punktkoordinaten und Ebenenkoordinaten r(u!, u) bzw. X(u!, u?) dargestellt werden 
soll, eine Maßbestimmung zugrunde, welche durch die quadratische Form 

(1) ya, y=lya| +0 


bestimmt sei. Diese Form soll hinsichtlich der betrachteten Geometrie — aufgefaßt 








!) L. Berwald, Zur Geometrie einer n-dimensionalen Riemannschen Mannigfaltigkeit im (n-+1)- 
dimensionalen euklidisch-affinen Raum. Jahresber. D. M. V. 39 (1922), 162—170. 

2) W. Süss, Zur relativen Differentialgeometrie I: Über Eilinien und Eiflächen in der elementaren 
und affinen Differentialgeometrie. Jap. Journ. of Math. 4 (1927), 57—75. 

3) A. Norden, Die relative Geometrie der Flächen im projektiven Raume. Abhandl. Sem. f. Vektor- 
und Tensoranalysis 2—8 (1935), 229—268. 

4) E. Müller, Relative Minimalflächen. Monatsh. f. Math. 31 (1932), 3—19. 

5) @. Fubini-E. Öech, Geometria proiettiva-differenziale I, II. Bologna 1926, 1927. 

%) L. P. Eisenhart, Transformations of surfaces. Princeton 1923. 
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etwa als Invariantentheorie gegenüber einer Gruppe — invarianten Charakter haben. 
Der die Flächen enthaltende dreidimensionale Raum sei im Sinne von H. Weyl eukli- 
disch-affin, d. h. der auf seine Maßbestimmung bezogene Riemannsche Krümmungs- 
tensor verschwindet überall. 

Jedem Flächenpunkt r sei ein invarianter, nicht in der Tangentenebene gelegener 
Punkt e(u!, u?) durch gleiche Parameterwerte zugeordnet; es sei also 


(2a) d=(Kıtzre)F0. 
Die Gesamtheit dieser Punkte e nennen wir kovariante Eichfläche, die Kongruenz der 
Verbindungsgeraden entsprechender Punkte (r,e) kovariante Eichkongruenz. In dualer 
Weise sei jeder Tangentenebene der Fläche & eine gleichfalls invariante, nicht durch 
den Berührungspunkt der Tangentenebene gehende Ebene €& (ul, u?) zugeordnet mit 

(2b) D=-(& %,XE)#+0. 
Die Mannigfaltigkeit dieser Ebenen bildet die kontravariante Eichfläche. Die Kongruenz 
der Schnittgeraden entsprechender Tangentenebenen (%, €) heißt kontravariante Eich- 
kongruen?. 

Alle betrachteten Vektoren sind bisher nur bis auf skalare Faktoren: bestimmt. 
Wir machen nun die wesentliche Voraussetzung, daß bei passender Normierung der 
Vektoren e und & die Zuordnung der beiden Eichflächen e, € zur betrachteten Fläche 
t, X durch gleiche Parameterwerte so beschaffen sei, daß die Änderung, welche e bzw. & 
bei einer Parallelverschiebung in dem euklidisch-affinen Raum erfährt, in der Tangenten- 
ebene liegt bzw. durch den Flächenpunkt geht, d.h. in Formeln 


| e,= b,.yt'z, +v;8; 
| &= Buy &+V;K. 
Außer diesen, den Weingartenschen Ableitungsgleichungen der gewöhnlichen Flächen- 


theorie entsprechenden Beziehungen gelten weitere den Gaußschen Ableitungs- 
gleichungen analoge: 


(3) 


| Er min "Im + Pink + Gine; 

| Kr = An)" Km + Pr + QuE; 

da wegen (2a) und (2b) die vier darin auftretenden Vektoren je als Basis benutzt werden 
können. In (4) sind kovariante Ableitungen bezüglich der Differentialform (1) gemeint 
und es besteht bei allen Tensoren Symmetrie in den Indizes © und k. Unbeschadet der 
Form der Gleichungen (3) kann man die Vektoren r, X so normieren, daß 


(4) 


(5) ı&E=Xe=1 
ist. Ferner ist natürlich wegen der Zusammengehörigkeit der Vektoren x und & 
(6) ti=y8=tr8,=0. 


3. Bei einer Parametertransformation mit nicht-verschwindender Determinante 
sind die in (3) und (4) auftretenden Größen und Vektoren Tensoren. Mit ihrer Hilfe 
können wir einige invariante Differentialformen bilden, welche auch gegenüber ganzen 
linearen Transformationen der homogenen Koordinaten mit nichtverschwindender 
Determinante invariant sind. Weil zunächst 


(Hall) =gir(Eıkate)=dg;. 
ist, stellt 
(7) = (ik uuf 
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eine invariante quadratische Differentialform dar. Im Spezialfall des projektiven Raumes 
sind ihre Nullrichtungen diejenigen der Asymptotenlinien der betrachteten Fläche; um 
im projektiven Fall Torsen auszuschließen, nehmen wir von vornherein an, daß die 
Determinante 


(7) = = |g;.| k) +0 

ist. Weiterhin ist 
(Hılekre)=dpir- 

Also besitzt auch die quadratische Form 

(8) LP tur 
denselben Invarianzcharakter wie (7). Ferner ist 

Yrı(&Eake)+ Yrsltıe,te)=db,,- 

Es ist somit 

(9) = bu uf 
eine invariante bilineare Form, deren Koeffizienten im allgemeinen nicht symmetrisch 
in den Indizes sind. Schließlich ist 


Yn(Eirkete)+ Yız(kıkirte)=da;;. 
und deshalb 


(10) ya. 
eine invariante quadratisch-lineare Form. Wegen 


(Eıtze,e)=dv, 
ist endlich 


(11) t=v,W 
eine invariante lineare Form. 


Die genannten Differentialformen sind nicht unabhängig voneinander. Dies läßt 
sich bei Aufstellung der Integrierbarkeitsbedingungen für die Ableitungsgleichungen (3) 
und (4) ganz allgemein nachweisen. Die Form 9 würde sich dabei als eine simultane 
Kovariante der vier Formen 0, , y und x erweisen und auch die Linearform £ ist durch 
die vier genannten Formen mitbestimmt, die also allein schon die wesentliche Grundlage 
unserer allgemeinen Theorie darstellen. Wir wollen indessen die Integrierbarkeits- 
bedingungen erst für den Sonderfall des projektiven Raumes genauer aufschreiben. 

Die duaien Vektoren %, & und ihre Ableitungsgleichungen führen zu analogen 
invarianten Differentialformen, welche freilich mit den schon aufgeführten in Ver- 
bindung stehen. Auch diese Verhältnisse wollen wir aber erst für den projektiven Raum 
genauer untersuchen. Es sei hier nur darauf hingewiesen, daß aus (4), (5) und (6) sofort 
folgt: 


(12) I9a=tra=—-uh=tKrml- 


8 2. Grundlegung der relativen Flächentheorie im projektiven Raum. 
4. Nach (3) gewinnt man aus (5) die Beziehungen 
(13) e,%X=ek,=&r=-6r,=0. 


Im projektiven Raum sind diese Gleichungen dafür charakteristisch, daß die Kongruenz 
der Verbindungsstrahlen (r, e) zur Fläche (r, X) konjugiert ist, und daß die Kongruenz 
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der Schnittgeraden (%, €) das duale Verhalten zur Fläche (r, &) hat, d.h. zu ihr har- 
monisch ist. Aus Symmetriegründen folgt, daß die Schnitt-Kongruenz (r,e) zu e 
harmonisch und die Verbindungskongruenz (X, €) zu € konjugiert ist. Das Konjugium 
von (£, e) zu r leitet man aus (13) folgendermaßen ab — bis auf einen trivialen Ausnahme- 
fall —: Für das Netz der Schnittkurven der (r, e)-Torsen als Parameterkurven auf der 
Fläche r gilt ein Ansatz der Form 


su tuEetwe, 
woraus wegen (4), (5) und (6) folgt: 
K=ulthk)=c li k)=ek=clt ih): 
Wäre das Kurvennetz nicht konjugiert, so wäre 
uK=%nk #0; 
es müßte also c,=c,=c sein. Wegen (13) ist weiter 


w‚=eu,&8=0. 


Dann aber wird 
ov ov, 
= 0- + et (Sale, 


dc 
also v, = 7: d.h. 


e=cr+t (e=konstant). 


In diesem Fall artet die Kongruenz (r, e) zu einem Geradenbündel aus, ein Ausnahmefall, 
den wir hier außer Betracht lassen. 

Haben sich so die Gleichungen (13) als hinreichend für das konjugierte bzw. har- 
monische Verhalten der beiden Kongruenzen erwiesen, so läßt sich auch nachweisen, 
daß sie dafür notwendig sind. Norden?) hat in seinem Aufbau einer relativen projektiven 
Flächentheorie die Eichflächen so definiert, daß die Kongruenzen konjugiert bzw. har- 
monisch sind. 


5. Für den projektiven Raum legen wir als invariante quadratische Differential- 
form auf Grund des Ergebnisses (12) die Form (7) für die Tensorenrechnung zugrunde, 
d.h. wir lassen jetzt die Formen (1) und (7) zusammenfallen. Nach (?') ist übrigens wegen 
des Multiplikationssatzes der Determinanten 


(14) dD=—g+0. 


Die Ableitungsgleichungen nehmen die einfachere Gestalt an: 


sebuturt &=BK+vK, 
(15) Er @iykıt Pirkt gire; 
K.=—ar &+ Pr%+ 9.6; 


wobei nun wegen (5), (6) und (13) für die Koeffizienten die folgenden Bestimmungen 
gelten: 
Ga bin kr ua > — Th nam 
B«=Bui=ta&=-1,&=-1E,=Pirteg. für e=eE, 

bu, =bu = Kine = — Le, = Ken Port egin 

„=eE, V,=eE&, v+V,=e.. 


(16) 
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Sind 7", die Christoffelschen Dreiindizessymbiole, bezogen auf die Form (g,,), für die 
bekanntlich 


ist, so folgt aus (2) und (15) 


(17) f & d\| 9» Viel 10 d| 

== in = — In || —_— In ||. 
| u Zu Vol W“ |D 2 du D 
Es besteht also dann und nur dann zwischen der quadratischen und der kubischen Grund- 
form Apolarität 

ae hir= 0, 

wenn sich Ve] von den Determinanten d und D jeweils nur um einen konstanten Faktor 
unterscheidet. Übrigens ist nach (17) 


m Pen a a 
(17) Tat, Tri 


8 3. Zwei Netze von verallgemeinerten Krümmungslinien. 


6. Die Kongruenz der Verbindungsgeraden (r, e) entsprechender Punkte der zwei 
Flächen x und e ist nach Nr. 4 auf r konjugiert. Deuten wir die Ableitung nach dem 
Parameter einer der Kurven des entsprechenden konjugierten Kurvennetzes von r 
durch einen Strich an, so ist 

(*) Were), 
weil die Verbindungsgeraden (r,e) längs jeder Kurve dieses Netzes eine Torse bilden 
sollen. Wir nennen die Kurven dieses Netzes relative Krümmungslinien erster Art oder 
e-Krümmungslinien von (rt, X) und die dualen Kurven mit der Bestimmungsgleichung 


”y (KERE)=0 
relative Krümmungslinien zweiter Art oder E-Krümmungslinien von (rt, X). Sie sind ihrer 


Definition nach Verallgemeinerungen der gewöhnlichen Krümmungslinien, insofern man 
unter e z. B. den normierten Vektor einer verallgemeinerten Normale (erster Art) versteht. 
Aus (15), und (*) folgt 
"=eW"=bru”+o,rW 
=aduW"+ßr+ye, 
also 
y=0, B=vu', au'=Hu. 


r —1 a 
Setzen wir noch x= —, 80 wird also 


I\ v ‚ 
(b: + zw +bW'=0, 
‚ 1 ‚ 
bu + (+) = 0, 
woraus bei Elimination von r die Differentialgleichung der e-Krümmungslinien hervorgeht: 


(18) bu + (bi) uud u = 0. 


Die Determinantengleichung 


(18°) 
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die gleichzeitig daraus folgt, liefert als Lösungen r,,r, die e--Krümmungsradien (1. Art), 
mit denen wir die mittlere e-Krümmung 


(19a) 
und das e-Krümmungsmaß von (rt, &) 


(20a) e- 


1119 
bilden. 
Die dualen Ausdrücke sind die mittlere E-Krümmung und das &-Krümmungsmaß 
von (£, &): 


(19b) 


(20b) 


2 ie 


Die Frage, wann die e-Krümmungslinien mit den &-Krümmungslinien auf (r, X) zusam- 
menfallen, werden wir erst später ($ 6) behandeln. Aus (16), (19a) und (19b) folgt noch 


h+e=— Pl, H+e=— 
(19) ’ 
also 5u=h—H für 9r—Pa=Bar—dar-=lr- 


Im Falle unbestimmter Krümmungslinien sprechen wir von Relativsphären; dann 
ist die Kongruenz (r, e) ein Geradenbündel, (X, €) ein ebenes Feld. 


8 4. Einordnung der Flächentheorie von Fubini. 


%. Die projektive Flächentheorie in der Darstellung von G. Fubini®) und E. Cech 
ordnet sich in unsere Theorie dadurch ein, daß wir e mit der ersten und € mit der zweiten 
Projektivnormalen von r zusammenfallen lassen. 


Bezeichnen wir die Größen und Vektoren der Fubinischen Theorie, welche den- 
jenigen der hier entwickelten Flächenlehre analog sind, durch Überstreichen, so stellt 
sich der Zusammenhang folgendermaßen dar: Es ist 


t=tr, &=TX, Ir =tT gi; 


(21a) — 3 e T3 x 
Vig) —-tTV|e| -#- —, e=signg, (7) =5- 


Setzt man 2log E —=/, so errechnet man (siehe W. Blaschke, Vorlesungen über 


Differentialgeometrie II, Berlin 1923, S. 153) 


e ya 
Ta =4rı+ 7 [ir + Hıdst+ gısAe]; 
(21b) 
zen +) 


Journal für Mathematik. Bd. 188. Heft 2. 
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Für die Projektivnormalen e=4g'*r,;, E=}g'* X,; erhält man: 


Teze+.: >} (#2) 
a 7! 21 E 


(21ec) 
I6-6+% "+ (1) 8. 

t 27T 
Die Eichflächenvektoren stimmen also geometrisch mit den Projektivnormalen überein, 
wenn ,=T,=0 und —=h=H ist; dann folgt aus (21b) zugleich die Apolarität der 
Formen (g,,) und (@,,,) und allgemein ist i 


(21d) 


8 5. Integrierbarkeitsbedingungen. 


8. Wir stellen zunächst die Integrierbarkeitsbedingungen der Ableitungsgleichungen 
(15)3,3 auf. Nach (15), und (15), ist 
Um [dm + rm + gurbn + Pix gm] Et 4xmet+ [P:x, mt Gr Psmt Iirtm] E- 


Ist R, der Riemannsche Krümmungstensor der Form (g,,), also 


il,mk 
Erm— Em Ri,mılı: 

so folgt 

(220) | Rum %rı,m — Uumıa t %rlmı  GmAsrıt Irrdmı— Iimdr ıt PirImı — PimIkı 
| 0= Pin,m— Prima + Gr Pam — Um Port Ir I'm —Iimdr 
Entsprechend erhält man aus (15), 
| Rum Um %rı,mt %rlmı — Um@rı 

+ 9 Bm IimBrıt Pix Im PimIkı» 

| 0=P;x,m— Pimnt m Por ar Psmt Sir Im —Iimdr- 


Für den in (19) eingeführten Tensor g,;, liefert ein Vergleich von (22a) mit (22b): 


(22b) 


(22c) Im Ieı Ger Imıt Imı Fir — Ir im 2 ll imı,a — Yrı,m)- 
Hieraus entsteht durch Verjüngung nach (17) und (19) 


| Cr tn— Urt geh —H), 


r) 


(22d) 
Mit (22d) ist unabhängig von (17) die Symmetrie 7,,,=7,,, gewonnen, wenn die der an- 
deren Tensoren in (22d) bekannt ist. Die Gleichungen a, pi brauchen dann nicht 
als Integrierbarkeitsbedingungen gesondert aufgestellt zu werden. 

Für den Riemannschen Krümmungstensor erhält man durch Addition von (22a) 


und (22b) bei Einführung des Tensors [nach (16)] 
(22e) Wa=Pirt Pr=dint Br 2e9ir 
die symmetrische, in sich duale Darstellung 


gi 
R, me = Gr lmı  Um@srı + ey (Wr 2egm:) 
a g 9 Ikı 
im mi k 
— 5, (Wrt+2eg) + 2 On 3 W;m: 


Hieraus entsteht durch Verjüngung die Gaußsche Krümmung S der quadratischen 
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Form (g,,) mit den algebraischen Invarianten J, L der Formen (g,,) und (a,,,) 


1 ikl 1 k_|1 1 km 
| I= Zanın ‚ L=Zurt= 5 


(22 g) 


| S= — RE U=J—LI+te+h+H. 


Aus den ersten Gleichungen (22a) oder (22b) folgt mit (16) und (22g) bei Multiplikation 
mit g’®: 
(22h) 9x J—L) = ara, ,—ajıt,. 
Aus den zweiten Gleichungen (22a) und (22b) folgt durch Multiplikation mit g'*: 
= a — DM. ir PU Pa; 
V,= —a,,P*"—Pk.ı+Pi. +rPa: 
v,—V,= a — rw, +2H,2h,— + Wk ’ 


— je sk 8 k k 
ss =v +V, =aar"— tr GW. ı+%.,r- 


(22i) 


9. Die Integrierbarkeitsbedingungen der beiden Ableitungsgleichungen (15), lauten: 


bu,a— but bag da + rd Ina = 0; 
bi Pan — bu Psit Yu — %ı = 0, 

Ba — Brio — Bisnı + Bas t Vs — Ian Vr=0; 
BiPa»— BıPıt+ V.,.- Vi =. 


(23a) 


Durch Überschiebung mit g‘' und Vertauschung von k und ! wird aus den jeweils ersten 
dieser Gleichungen 
| u 2h, —b,.,.+ bia;, —bi7,, 


23b 
’ | V==-2H,—B}, „—Biahı+Bir,. 


Zwischen den Integrierbarkeitsbedingungen bestehen wegen (16) und der bekannten 
Beziehung R;, m Rmı,n: folgende Äquivalenzen: 


(23a), = (22a),, (22b), = (23a), , 
(23a), = (23a),, (22b), — (22a),; 


die Integrierbarkeitsbedingungen der Ableitungsgleichungen für rg und e (in Punkt- 
koordinaten) haben also wegen (16) diejenigen für X und & (in Ebenenkoordinaten) 
zur Folge und umgekehrt. Bei Beachtung von R,, „+ Rı,ma=0 kann man übrigens 
(22d), sowohl aus (22a), wie auch aus (22b), allein gewinnen [man bilde 


(R,,, mk+ Rı:, mx) g’=0]; 


auch die Bedingung (17’) ist also eine Folge einer der Gruppen von Integrierbarkeits- 
bedingungen allein. 


8 6. Zusammenfallen der Eichflächen ; Fundamentaltransformation. 


10. Jetzt wollen wir die in $ 3 aufgeworfene Frage beantworten, wann die in $3 
eingeführten relativen Krümmungslinien beider Arten miteinander zusammenfallen. 
Wir nehmen dabei an, daß die Fläche x keine Relativ-Sphäre (siehe Ende von $ 3) ist, 
und wählen die relativen Krümmungslinien als Parameterkurven. Dann ist nach $3 


(K,) 2=b12= Bıa= Pa =Pı2= 0 
14* 
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und nach (23a),, (23a), 
%,3= 9,1» V,2=Vz1. 
also 
(K,) man u 

Diese beiden Ergebnisse haben sich wegen (16), gegenseitig zur Folge. Jede von ihnen 
ist ferner nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend dafür, daß die relativen Krüm- 
mungslinien beider Arten zusammenfallen ; denn z.B. für e-Krümmungslinien als Parameter- 
linien ist 995=b)5=Pja=0, also folgt bei (K,) aus (23a), die Bedingung bj p,g=b3 Psı- 
Da wir Relativ-Sphären, d.h. das Bestehen von bl=b3 ausgeschlossen haben, 
muß also 9,5=0, d.h. wegen (16) B,,= 0 sein; also sind die betrachteten e-Krümmungs- 


linien auch &-Krümmungslinien. Dual schließt man umgekehrt. 

Die Gleichungen (K,) erschließen nun wichtige geometrische Folgerungen. Führt 
man nach (K,) die neuen Flächen 

(K,) e=e 


ein, so ist für sie nach (15) 


(K,) em— (- + v) %» &=— (= ) &K, 


also sind die Gleichungen (13) auch für e, € erfüllt: 
(K,) r&= Ke=1, L&E=1&,=K%e=Ke,=0. 


Ferner ist nach (16) 
e&=e=e—v—V =const. 


Da aber nach (K,) die in (K,) eingesetzten Funktionen v und V nur bis auf additive Kon- 
stanten bestimmt sind, kann man sie und somit die Flächen € und € so wählen, daß 


(K,) e=t€=0 


ist. Da nach (13) und (K,) schließlich noch 
(K,) ,=8,6=V,=8€,-=0 

ist, so fallen also die Flächen € und & zusammen, d.h. wir haben aus den beiden Eich- 
flächen e und € zur Fläche (r, X) eine einzige neue Eichfläche (e, €) gewonnen, deren 
Beziehungen zu r£ die in Nr. 4 angegebenen grundlegenden Zusammenhänge der ursprüng- 
lichen Eichflächen e und € mit r vereinigen. Hieraus und aus (K,) ersieht man, daß nach 
dem im Anschluß an (K,) Gesagten die relativen Krümmungslinien beider Arten dann 
und nur dann zusammenfallen, wenn auch die beiden Eichflächen zusammenfallen oder 
durch die Transformation (K,) in eine einzige unter Erhaltung der definierenden Eigen- 
schaften übergeführt werden können. Dabei ist der Fall ausgenommen, daß die Fläche x 
relative e-Sphäre oder &-Sphäre ist, in dem jede &- bzw. e-Krümmungslinie natürlich 
auch e- bzw. &-Krümmungslinie ist. 


11. L. P. Eisenhart®) hat die Zuordnung zweier Flächen in der Weise, wie hier die 
Flächen r und e aufeinander bezogen sind, als Fundamentaltransformation bezeichnet und 
in seinem Buch (Transformations of surfaces, Princeton 1923) in den Mittelpunkt eines 
großen Teils der behandelten Flächentheorie gestellt. Ein Vergleich der Formeln (K,), 
(K,) und (K,) mit (6) und (13) läßt übrigens erkennen, daß die Fundamentaltransfor- 
mation eine für die beiden Flächen r und € symmetrische Beziehung ist, was auch aus 





Süss, Eichflächenprinzipien in der projektiven Flächentheorie. 109 


den definierenden Eigenschaften in Nr. 4 folgt. Es ist nun aber möglich, im Falle der 
„Flächenpaare‘“ r,e (den Querstrich lassen wir von jetzt an in $ 6 wieder fort) aus der 
Eigenschaft, daß die Kongruenz der Verbindungsgeraden (t,e) zu g und e konjugiert 
ist, die dazu duale Eigenschaft zu folgern, daß die Kongruenz der Schnittgeraden (X. €) 
zu r und e harmonisch ist, sogar bezüglich desselben Kurvennetzes der e-Krümmungs- 
linien, — und umgekehrt. Für ein solches Flächenpaar gilt nämlich außer (6) auch 


(*) e=e&=e,&=e&,=0, 
ferner wegen eX=+0 wie in Nr.4 wegen des Konjugiums der Kongruenz (r,e) zu £ 
et=1, et, =eg,%=0 
und wegen des Konjugiums der Kongruenz (r,e) zu e aus Symmetriegründen 
r&e=1, Er,=E;r=0, 


sc daß wieder sämtliche Gleichungen (13) bestehen. Da die Gleichungen (13) aber nicht 
nur bezüglich der beiden Flächen x und e symmetrisch, sondern in sich dual sind, so ist 
also die Kongruenz (%,&) zu x und e harmonisch. Wegen (*) wird in (15) 


(* *) v,= V= 0, 
also 

(K,) bir, &=BiR,. 
Wie zu Beginn von Nr. 10 erkennt man, daß die Krümmungslinien beider Arten dann 
zusammenfallen, w. z. b. w. 


Wir schließen mit einer Bemerkung, die wir in Nr. 13 verwenden werden: Ist x 
ö 


eine E-Sphäre gewesen, so ist also g=-—-F4E€ (E konstant), also —V,= (3) und 


für V=-4+0 wird nach (K,) E&=6—CX%. Da die bei v mögliche additive Kon- 
stante allein genügt, um e=() zu machen, dürfen wir ©=0 wählen und haben also für 
die &-Sphäre r, die stets auch eine E-Sphäre ist, E=€ (konstant). 


$ 7. Relative Projektiv-Minimalflächen. 
12. Wir definieren als e-Oberfläche von r das bei unimodularen Projektivitäten 
invariante Integral 
(24a) 0,= [fix rare) dutdu?— [ [d(u!, u) du!du? 
und als E-Oberfläche entsprechend 
(24 b) 9=[f(& %,XE) du!du®— [ [ Dit, u?) du!du? 


und untersuchen hiervon die ersten Variationen bei festen Eichflächen. Macht man 
den Ansatz 


t=rtau+ße, 
worin a'=ea'(ul, u2), B=eß(u, u) und e eine kleine konstante Zahl ist, so wird 
(10) und (11) der Form nach 
BeutWttyne+toE, 


wobei 
ki = +o"ani+ßb; =eih, a" Pmitßv;—E0; 
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- ist. Also wird 
d=(trzte)=d[1+emg+e...] 
—=d[1+0* ,+0”"7,—2ßh+E...]. 

Es ist somit 

(25a) 80,— [[ (a5 +&" 7, —2Ph)dO,. 
Analog entsteht bei dem Ansatz (<=-X£ +A’X,+BE 

(25 b) d0,= SS (Ak — 2A” 7, — 2BH)doO,. 
Man erkennt daraus, daß das Verschwinden der mittleren e- bzw. &-Krümmung 

(26) h=0 bzw. H=0 
eine notwendige Bedingung für das Extremalproblem 60,=0 der e- bzw. E-Oberfläche 
ist. Solche Flächen (r, &) nennen wir „e bzw. &-Minimalflächen“. In der gewöhnlichen 
projektiven Flächentheorie (F.-C.) haben die beiden mittleren Krümmungen gleiche 
Werte —e; deshalb sind dort die Projektiv-Minimalflächen beider Arten miteinander 


identisch. Es wäre zu prüfen, in welchem Sinne dieser Sachverhalt umgekehrt werden 
kann. 


13. Für den Fall zusammenfallender Eichflächen, wobei nach $ 6 
(a,) e=e&=e,&=e&,=v,=V,=0 


ist, gibt es für e-Minimalflächen r, welche gleichzeitig &-Sphären sind, ein Analogon zu 
den von Haar und Berwald?) behandelten adjungierten Extremalflächen bei Variations- 
problemen der Art ö ff F(t1X x.) du!du=0. Nach Ende von $6 ist für &-Sphären 
im einfachsten Fall 


(a) E=€ (EC und R konstant). 
Wählt man die homogenen Koordinaten so, daß 
€=(0,0,0,1) 
ist, so wird wegen t&=r(@=1 für r 
=1 


rt also ein gewöhnlicher Vektor des affinen Raumes R,. Ferner ist nach (a,) e&®=0=e@, 
also e3=0 konstant, d.h. auch e ist ein affiner Vektor. Denn jeder Vektor 3 mit 36 =1 
ist affin, also auch der Vektor 3=e+a mit a=(0,0,0,1), somit e selbst auch als 
Differenz affiner Vektoren. Die nach (a,) gültige vereinfachte Ableitungsgleichung 

(a3) bir 
besagt somit Parallelzuordnung der Flächen x und e. Hier ordnet sich also die relative 
Flächentheorie von E. Müller) und damit die Affingeometrie in unsere Theorie ein. 
Für eine e-Minimalfläche x gilt nun 

(a,) h=b=0. 
Bildet man die beiden affinen Vektoren (lab c] sei der Vektor mit den vier Komponenten 


Fr (abc3) (i=1, 2,3, 4) 


a %=[ute] — (v,rea) E, 


?) A. Haar, Über adjungierte Variationsprobleme und adjungierte Extremalflächen. Math. Ann. 100 
(1928), 481-502. — L. Berwald, über dasselbe Thema. Monatsh. f. Math. 88 (1931), 89—108. 
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so ist nach (a,) 


> 


2 [tı22e] + [Eıresl— [ter] —2(Eı 22ea) E-(T1 £eza) E+ (tz rea) E 
—=2{[tıLse]— (Tırzea) C}, 
und dies verschwindet wegen der Bestimmung von a und E und 2z,=1,e,=0. Also existiert 
eine Fläche X mit 


..0& 
(a6) &,= Zui , 


die wir zur e-Minimalfläche x adjungiert nennen wollen. 
Wir behaupten nun, daß die Determinante 


(&,) (&%XGO)=(K KXC)=d=(tTte) 
ist. Bei dem Ansatz 


&,=% %+ß,%+y;€ 


wird wegen 2,=1 


u=0r,=0, u o=—=d=—nK=0n 
(ag) r&,=1,=—(trea), eX;=P;=0, also 
&,=(—1)'d- &—(r,rea) € (+ k). 


Mit dieser Darstellung bestätigt man wegen (6’) leicht die Behauptung (a,). Die Be- 
rechnung der «,, liefert zugleich 


(a9) iX=0, 5-0, uvhtud=0, 
d.h. die affinen Tangentenvektoren zugeordneter Flächenkurven auf rg und X stehen 


aufeinander senkrecht, wenn man rechtwinklige Koordinaten zugrunde legt. In der 
Theorie von Haar kann man z.B. daraus allein schon auf die Umkehrbarkeit des Ver- 


hältnisses der Flächen r und & zueinander schließen. Das gelingt auch hier, so daß wir 
also in gund X bei unseren Voraussetzungen zwei zueinander adjungierte relative Minimal- 
flächen vor uns haben, die nach (a,) zu adjungierten Variationsproblemen mit Integranden 
gleicher Größe gehören. 
Zum Beweis meiner Behauptung zeige ich, daß 
(Ao) [X KE]=1,=[%, %E] 
ist. Z.B. ist für ©+%k nach (a,) 
[X,KE] = (—1)fd- [X XE). 
Der Ansatz 
[&2E]= wir, trietgie 
führt zu 
Ku, Ma=—Hg =D 
und 
[X £C]=(%,% &C) r,, 
so daß 
[RL KEI=-(-1FAFRRO (NA "(RK KO—=(DaD|g*r 


und dies ist x, nach (14), w. z. b. w. 


Oberwolfach, Lorenzenhof, 10. 3. 1949. 





Eingegangen 30. Mai 1949. 





Zusammenhänge zwischen Differenzenquotienten 
und Derivierten von stetigen Funktionen. 


Von Robert Schmidt in München. 





In seiner Dissertation!) stützt Herr E. Hopf seinen abschließenden Satz über die 

Existenz des Grenzwertes von 
[ax,X,+-- x,](f) für 2,>a,...,2,>a 
auf den Satz (dort S. 21, Hilfssatz a’): 

Wenn die reelle Funktion f(x) stetig in der Umgebung von z=a ist, wenn D(f; x) 
eine Hauptderivierte von f(x) bezeichnet, und wenn für ein A>0 die Linearverbindung 
Dif; xz)+i[ax](f) mit x—a einem Grenzwert L zustrebt, dann ist jede Derivierte von 
f(x) an der Stelle x=a stetig; ferner ist f(x) an der Stelle x=a differenzierbar, und es 
. . L 
ist F(a)=i,;- ’ 

Dieser Satz von Hopf wird in der 2. Auflage [im Druck ?)] des II. Bandes der ‚‚Dif- 
ferential- und Integralrechnung‘“ von O. Haupt und G. Aumann in einen Rahmen 
hineingestellt, der es nahelegt, nach weitergehenden Aussagen über die Häufungsgrenzen 
einer allgemeinen Deriviertenfunktion D(f; x), des Differenzenquotienten [ax](f) und 
gewisser Linearverbindungen dieser beiden für eine stetige Funktion f(x) zu suchen, um 
dann daraus insbesondere den Satz von Hopf zu gewinnen. Ich zeige: 

Wenn die reelle Funktion f(x) stetig und endlich im (abgeschlossenen oder halboffenen 
oder offenen) Intervall 3 ist, wenn D(f)=D(f; x) eine allgemeine Deriviertenfunktion von 
f(x) auf 3 bezeichnet, und wenn mit einem x, aus 3 und mit 020,020, o+0=1 die 
Funktion F(x) durch 

F(2)=F(2; Di); 0, =oD(f; 2) +olxx|(f) 
erklärt wird für alle x aus S—x,, dann ist 
lim F(x) < lim [ex,]|(f) und lim [e,]()< lim Fl). 
zo z>% z>% z>% 

Der Beweis macht ausgiebig Gebrauch von dem folgenden wohlbekannten Satze?) 
aus der Theorie der reellen Funktionen: 

Wenn f(x) stetig und endlich im (abgeschlossenen oder halboffenen oder offenen) Intervall 
ist, so besitzen alle allgemeinen Deriviertenfunktionen D(f; x; 3) von f(x) auf 3 in 3 die 
gleiche untere Grenze G=G(f; 3) und die gleiche obere Grenze G=G(f; 3). Ferner ist @ 
zugleich die untere, G zugleich die obere Grenze des Differenzenquotienten [x'x’'|(f) in 3. 


1) E. Hopf, Über die Zusammenhänge zwischen gewissen höheren Differenzenquotienten reeller Funk- 
tionen usw., Berlin 1926. 

2) Herr O. Haupt hat mir dankenswerterweise Gelegenheit gegeben, die Korrekturen durchzusehen. 

®) ©. Caratheodory, Vorlesungen über reelle Funktionen, Leipzig 1918, S. 534. — Haupt-Aumann, 
Differential- uud Integralrechnung II., Berlin 1938, S. 89. 
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Wenn a und b die Endpunkte von 3 sind, und f(x) stetig in dem abgeschlossenen 
Intervall [a,b] ist, so wird durch Weglassen oder Hinzufügen eines oder beider Endpunkte 
an den Werten von G und @ nichts geändert, d. h. es ist 

= Gt; [a, b))=@(f; (a, b))=6(f; [a , b))=@(f; (a, b)); 
entsprechend für @G. 

Es ist zweckmäßig und bis zu einem gewissen Grade notwendig, den Beweis aufzu- 
spalten in die Fälle 

A: =a. A.1: lim [za](f) = lim [za](f) =A. 


zo>a zo>a 


A.la: A ist endlich, 
A.ib: A=-+oo oder A=—ox. 
lim [za](f) < lim [za](f). 


B: n=b. a 
T: a<m<b. 
Beweis zu A. la. Zu e>0 gibt es ein d,>0 so, daß 
A—e<s[xal(f) <A+e 
erfüllt ist für alle x aus (a,a+6ö,]. Es werde jetzt ö aus 0<ö <ö, beliebig gewählt. 
Dann ist insbesondere 


[a+ö,al(f)<SA+te, 


inf [#’a2’\(f)SA+e, inf [ea’jf)sAte, 
[a,a + ö] (a,a + ö] 


inf D(f; 2)<A+te. 


(a,a+ö] . 
Dies gilt für jedes ö aus 0<ö<ö,, daher 
lim Dif;x2)<A+e, lim D(f;2)sA, 


z>a z>a 


lim F(x) <e lim Dif; x) +0 lim [za] (f) <oA+0A=4A. 


z>a z>a za 
Anwendung dieses Ergebnisses auf f*(x)=—f(x) liefert 


lim F(2)> A. 


Beweis zu A. 1b. Es sei A=—oo. Es werde « beliebig (endlich) gewählt. Dann 
gibt es ein 6,>0 so, daß [xa] (f) <« für alle x aus (a,a+ö,]. Nunmehr werde ö aus 
0<6ö<ö, beliebig gewählt. Dann ist insbesondere [a+6ö,al(f) <x, somit 

inf [ara inf [alla 
[a,a + ö] (a,a + ö] 
inf Dif;x)<a, lim D(f;x) <a, 


(a,a +6] z>a 


lim D(f; 2)» =—o, 


daher 


und weil & beliebig war: 


zoa . 
lim F(x) So lim D(f; x) +0 lim [xa](f) =—®, 
z>a z>a z>a 
und über lim F(x) ist nichts zu beweisen. 
Anwendung dieses Ergebnisses auf f*(x)=—f(x) unter der Voraussetzung A=+% 
liefert lim F(x)—=+00, und über lim F(x) ist nichts zu beweisen. 


zo>a zo>a 


Beweis zu A. 2. Es darf a—=0 und f(a)—0 angenommen werden. Die endlichen 
Werte x und ß seien so gewählt, daß 
lim [.01)<a<P< lim [x0](M), 


z>0 z>0 
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im übrigen beliebig. In jeder rechtsseitigen Umgebung von 0 gibt es Stellen x’ mit 
[z’0)()<x, und Stellen x’’ mit [x’’0])(fJ)>ß. Es lassen sich also Stellen ,>x,>--—0 
so wählen, daß 

fa) = [0 M>B, fa) N<a, 

2 Ka)= [0] M)>P, 3 Ka) [0] (<a, 


Wegen der Stetigkeit von x=!f(x) für jedes >0 aus $ gibt es daher (genau) ein 
Paar von Stellen &,y aus ,<&4 <a <n<x, so, daß Er'f&)=%, m Hn)=a ist 
und z!f(x2)<x fürallexaus 3, <xr<n,. Damit wird 


. 
£ 
< 


mM Eh) <a Id =e 
nf FEINMSA, 
[&,,m] 
inf Dif;x2)<a, 


[51,9] 
und weil [z0)(f)=x""f(x)<x für alle x aus [£&,, | erfüllt ist: 


inf F(x)<So inf Di(f; x2)+o sup [x0O](f) Soatoax=a, 
[&1,9] [5,9] [1,91] 
allgemein 
inf F(x)<a b=B,1,.. 
[ar+1> "gv+1] 


und daher lim F(x)S.«. 


z>0 


Ebenso wird sup Fiz)>B 


[da ’ ng») 


daher lim F(x)>ß. 


z>0 


Zusammengefaßt: lim F(x)<a<Pß<s lim F(x), 


zo>a zo>a 


und & und ß können beliebig nahe an die (eventuell uneigentlichen) lim [xa](f) und 
z>a 

lim [xa](f) herangeschoben werden. 

z>a 


Beweis zu B. Anwendung von A auf f*(xz)=f(—x) mit %*, das aus $ durch 


Spiegelung am Nullpunkt entsteht. 
Beweis zu FT. Nach A und B ist mit x—x, zunächst 
lim F(x)<s lim [x%,](f), lim F(x)s lim [x2,|(f), 
z<u z<u z>% z>% 
woraus folgt 
lim F(xz)< lim [2%] ()=4, 
lim (x) <1""" ut 
zn lim F(x) > lim [* 0] (N) =A,; 
z>% z>% 
und A, oder A, ist gleich dem lim [xx,] (f). 
z+% 
Für die oberen Grenzwerte schließt man entsprechend. 


München, 8. Juli 1949. 





Eingegangen 20. September 1949. 





Zur Annäherung der algebraischen Zahlen 
durch rationale. 


Von Theodor Schneider in Göttingen. 


81. Ergebnisse. 


Sei £ eine reelle algebraische Zahl vom Grade n>2. Es seien die Lösungen der 
Ungleichung 


(1) k-2|<r” 


in ganzen rationalen Zahlen p,gq (9>0) mit 9,9, =1,2,..;5 1 Sg) bezeichnet 
bei noch zu treffender Festsetzung von u. Dann zeigte C.L. Siegel?) im Anschluß an den 
Thue-Siegelschen Satz die Aussage: 


Die Anzahl der Lösungen von (1) ist entweder endlich oder es ist 


— log 9,4 
lim 5 g Iv+ 1 Rn a 
‚>00 log I 


nz e (log n+5 Es .) 


Ich verschärfte die Siegelsche Aussage, die für «= 2 sicher falsch ist, indem ich sie 
für jedes u>2 bewies?). 

In der gleichen Arbeit teilte ich mit einer kurzen Beweisandeutung mit, daß die 
Siegelsche Aussage sogar schon mit «> 1 richtig ist, wenn die Nenner g, von einem festen 
Wert », an für alle »>», ganze Potenzen einer von » unabhängigen natürlichen Zahl >1 
sind. 

Dieses letztgenannte Ergebnis verallgemeinerte K. Mahler?) bei ausführlicher Dar- 
stellung des Beweises, indem er zeigte: Die Aussage von Siegel ist mit u> 1 auch dann 
noch richtig, wenn für v>», alle q, sich als Potenzprodukte von endlich vielen festen Prim- 
zahlen darstellen lassen. 

Schließlich wies Mahler in einer Untersuchung über Dezimalbrüche®) darauf hin, 
daß sich ohne Mühe auf Grund meiner Ausführungen?) auch das folgende Ergebnis 
zeigen läßt: 


1) C. L. Siegel, Über Näherungswerte algebraischer Zahlen. Math. Ann. 84 (1921), 80—9. 

2) Th. Schneider, Über die Approximation algebraischer Zahlen. J.f.r. u. angew. Math. 175 (1936), 
182—192. 

s) K. Mahler, Ein Analogon zu einem Schneiderschen Satz. Proc. Akad. Wet. Amsterdam 89 (1936), 
633—640 und 729—737. 

4) K. Mahler, Arithmetische Eigenschaften einer Klasse von Dezimalbrüchen. Proc. Akad. Wet. 
Amsterdam 40 (1937), 421—428. 


15* 
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Ist in der Faktorzerlegung von q,—q,:g, in natürliche Zahlen die Zahl g, Potenz 
einer von v unabhängigen festen Zahl > 1, so gilt, falls unendlich viele solcher p,, q, existieren, 
für die 

% log % —( 


ı 
» oo 108 % 


ist und die der Ungleichung (1) mit u>1 genügen, 
im PUSH _ 00 
‚>00 log %r 
Diese von mir und von Mahler aufgestellten Approximationssätze ergeben sich 
nun als Spezialfälle des folgenden, umfassenderen Ergebnisses, das den Hauptgegenstand 
dieser Note bildet: 


Satz I. Seien die Paare von ganzen rationalen -Zahlen 
>08, bel ..,; <a es.) 


als Produkte der Form p,=p,p, und q,=g,g, in ganzen Zahlen dargestellt, wobei p, 
und q, Potenzprodukte von nur endlich vielen, von v» unabhängigen Primzahlen bedeuten. 
Ferner werde 

log _ Im log, En 


(2) lım R 
v+o0 108 2, vo 18% 


gesetzt. Besitzt dann die Ungleichung 


(3) k-2i<gr £+0 


mit 
(4) u>a+ß 


unendlich viele der oben genannten Zahlenpaare p,,q, als Lösungen, so folgt 


Es ist offensichtlich, daß die vorgenannten Sätze in diesem allgemeinen Approxi- 
mationssatz enthalten sind. Weitere naheliegende Verallgemeinerungen von Satz I sollen 
im Anschluß an seinen Beweis formuliert werden. 

Satz I läßt sich anwenden, um Aussagen über den arithmetischen Charakter 
geeigneter Folgen rationaler Zahlen zu erhalten, die gegen eine algebraische Zahl kon- 
vergieren, z. B. der Näherungsbrüche der Kettenbruchentwicklung einer algebraischen 
Zahl. Ferner lassen sich mittels des Approximationssatzes neue transzendente Zahlen 
bilden, ganz in Analogie zur Konstruktion der Liouvilleschen transzendenten Zahlen 
aus der Liouvilleschen Approximationsabschätzung. Man könnte leicht Beispiele für 
solche transzendente Zahlen, die im allgemeinen keine Liouvilleschen Transzendenten 
sind, angeben, indem man nur dafür sorgte, daß die Ungleichungen (2), (3) und (4) 
erfüllt sind, jedoch die Siegelsche Aussage durch 

iim Br oo 

»>00 108% 
ersetzt wird. In der Literatur (genauere Angaben folgen in $ 3) ist nun bereits die Trans- 
zendenz von gewissen Zahlen nachgewiesen, die durch spezielle gut konvergente Reihen- 
entwicklungen dargestellt sind, ohne daß ihre Transzendenz aus dem Liouvilleschen 
Kriterium folgt, aber auch ohne daß diese Zahlen als Funktionswerte auftreten, deren 
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Transzendenz aus Eigenschaften dieser Funktionen folgt, wie z.B. e,r u.a. Von Interesse 
ist hier die Frage, auf die noch eingegangen wird, ob und wie weit der transzendente 
Charakter solcher Zahlenwerte auch aus unserem Approximationssatz gefolgert werden 
kann. 

In $ 2 soll der Beweis von Satz I gegeben werden, wobei außer den Gedanken, die 
meinen früheren Satz?) lieferten, eine Idee von Mahler?) benutzt werden wird. Die an- 
gekündigten Verallgemeinerungen, sowie Folgerungen und Anwendungen von Satz I, 
sollen in $ 3 mitgeteilt werden. 


’ 


$2. Beweis. 


Den Beweis möchte ich mit drei Hilfssätzen einleiten, die ganz ähnlich lauten 
wie die drei Hilfssätze meiner schon zitierten Arbeit?) und die genau so wie dort be- 
wiesen werden, weshalb ich hier auf die Ausführung der zugehörigen Beweise verzichte. 

Hilfssatz 1. 7,,73,...,7, seien natürliche Zahlen. Man schneide den Quader 


k 
mit der (k—1)-dimensionalen Ebene Det. Bildet man den Quotienten Q aus der 
„—=1 '* 


Anzahl der Gitterpunkte, die in dem kleineren Quaderabschnitt (mit Einschluß seiner 
Oberfläche) liegen, und der Anzahl der Gitterpunkte des ganzen Quaders, so ist Q für 
t= ek (e>0, unabhängig von k) und hinreichend großes k beliebig klein. 

Wir fügen nun hinzu: Daraus folgt sofort, daß auch der Quotient Q’ aus der Anzahl 
der Gitterpunkte des Quaderabschnitts 


1 m 1 
33,3 («=1, ...,&k), >t 


und der Anzahl der Gitterpunkte des Quaderausschnittes 
1 Zu 1 & u 
5S,S5 W=l...h), D<t 


“ml %y 


für t=ek und hinreichend großes k beliebig klein ist. 
Hilfssatz 2. Es sei C=+0 eine reelle algebraische Zahl vom Grade n2 2. Ferner sei 
r= Max (r,,....,7,). Setzt man t=ek (e>0, unabhängig von k) und wählt k derart, daß 


Hilfssatz 1 mit Q'<z- erfüllt ist, so lautet die Behauptung: Es gibt ein nicht identisch 
verschwindendes Polynom R(2,, ...,2,) mit ganzrationalen Koeffizienten und höchstens 
vom Grade r, in 2, (x=1,...,k) so, daß 

1. die Werte 


Gut HER (2u,...,2,) 
02,71... 02,'% ==. 


1 Rn 
und ,=,=..=2z= 


sind, falls 


k 
Pr 1 
Zr2ilite) 

1 ?!x - 
ist und T,, ..., 7, nichtnegative ganzrationale Zahlen bedeuten; 
2. die Ungleichung 
| 09tterRiz,...,2,)| 


PATE "+ Q,102, +++ 02,0% | 





k 
<y,I +2 
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erfüllt ist, wobei die ganzrationalen Zahlen 0,20 (x=1,...,k) sind und die natürliche 
Zahl y, nur von k,e,L abhängt?). 

Hilfssatz 3. Es seien Pu» ---» Pin» I» +++» Im) ganzrationale Zahlen mit q,,> 0 
und (Pe Io) =1(#=1;..., k). Ferner sei R(z,,...,2,) das in Hilfssatz 2 bestimmte 
Polynom. Dann lautet die Behauptung: Ist 


k 
(5) log > yar, I (rl? 


(für «=k bedeute , m (r,+1) die Zahl 1), so existieren k—1 Zahlen 


=x+1 


k 
(6) 0,<. II (r;+1) 
i=x+1 
so, daß 


ist. Selbstverständlich folgt dann o,<Sr,. 

Es sei mir nun erlaubt, einige von Mahler (siehe ?), insbesondere S. 4—6) stammende 
Gedanken zu wiederholen. Zunächst soll eine Klasseneinteilung der Näherungsbrüche 
Pr 


- eingeführt werden. 


Zähler und Nenner der Näherungsbrüche, die (3) genügen, werden in der Form 
p,=Pp,p, und q,=g,q, geschrieben, wobei p, und g, Potenzprodukte endlich vieler, 
von » unabhängiger Primzahlen bedeuten, also 

p/=PiPr.-- Pix und g,-QnQh--Q 
Dabei sind ,=g,(9), -.-, ,=9,0);5 Aı=hl),...,R,=h,(v) nichtnegative ganzratio- 
nale Exponenten. Zu den Produktdarstellungen von p, bzw. g, gibt es dann u 


bzw. v eindeutig bestimmte nichtnegative ganzrationale Zahlen a,,...,a, bzw. b,, ...,b, 


so, daß 
a.—1 FR b„—1 b„ 


[73 I PR „ „ 
MD mM <PuW@<p u) bw. & — <Qh<g”" (n=1,...,v) 


erfüllt sind, wenn unter ! bzw. m natürliche Zahlen verstanden werden, die mit u bzw. v 
und einer positiven Konstanten 6, über die noch genauer verfügt werden soll, durch die 
Ungleichungen 


(8) lö>u, mö>v 


verknüpft sind. Es ist dann 


vn= ım 


<q4,<g, » 
und daraus folgt nach (8) 
(9) IS Ea<(i4dl, ms &b,<(1+ö)m. 
w= n= 
Das Zahlensystem (a,, ...,@,;b,,..., b,), analog der Mahlerschen Bezeichnung Charakter 
von 2, /g, Ren ‚hat also nach (9) nur endlich viele, etwa M Möglichkeiten. Alle 
Glieder der Folge " , » v=1, 2,...) mit dem gleichen Charakter werden in eine Klasse 


5) Ebenso sollen alle noch auftretenden natürlichen Zahlen y,, Y3, Ya, -.. nur von k,e,{ und einem 
noch einzuführenden ö, nicht aber von r,, ..., r, abhängen. 





Schneider, Zur Annäherung der algebraischen Zahlen durch rationale. 119 


C=C (a,,...,0,; dj, ...,b,) zusammengefaßt. Die Folge m (=1,2,...) und daher 


auch die Folge Zoe 1, 2,...) ist damit auf M Klassen C\,,..., Cu verteilt. 


v 


Aus der gegenteiligen Annahme zur Aussage des Hauptsatzes, die lim 


‚>00 


lautet, folgt, daß es zu jeder hinreichend großen Zahl s mindestens einen Näherungs- 
bruch p,/q, gibt, der der Ungleichung (3) genügt und für den 


(10) s<s logq,<cs 


mit einer geeigneten, aber festen, d.h. von s und q, unabhängigen Konstanten c>1 
erfüllt ist. 

k ist die in den vorgenannten Hilfssätzen auftretende natürliche Zahl, die der 
durch Hilfssatz 2 geforderten Schranke genügt, und r,, die ebenfalls dort schon genannte 
natürliche Zahl, über die, zusammen mit r,,...,7;-, noch genauer verfügt werde. 

Man setze N=(k—1) M+1 und schließe nach Mahler wie folgt: k und r, seien 
nun als fest und s als veränderliche natürliche Zahl betrachtet. Aus (10) folgt dann mit 
den Bezeichnungen 


d; 8, 
pr _ pi 8,7%) (d=0, 1,...,—1), 
4, q(d; 8,7%) 


daß ein System S(s,r,) von N Näherungsbrüchen zu (3) mit 
sr," < logg (d; s,r,)<esr;”" 
existiert. Daraus folgt sofort 


a A en) nt (dd =0,..., N-1). 
Die Elemente des Systems S(s,r,) verteilen sich auf die M Klassen (,, ..., Cy; wegen 
N>(k—1) M müssen also k unter ihnen, etwa 

p (du; 8,71) 

q (da; 8,r;) 
0<d,<d, ‚<'"<d,sN-—I) in einer Klasse C=C(s,r,) liegen. Jedem System 
S(s,r,) werden so k+1 Symbole C(s,r,); dı(8, r,), -..,d,(8, 7,) zugeordnet, und die 
Gesamtheit dieser Symbole hat höchstens M -N*, d. h. endlich viele Möglichkeiten. Also 
gibt es eine unendliche Folge s, s,... («)<s®<---) von Zahlwerten s, für die 


C(s,r)=Cla,...,0; dis ...,8,), dla, r)mdı: le, rd, 
ist, wobei @,,...,Q,5 dj, ...,b, und d,,...,d, von s unabhängig sind. Wir wählen 
aus dieser Folge eine solche unendliche Teilfolge s,, 83, 83, ... von s-Werten aus, daß 
die k Grenzwerte 
(12) lim " 


8>00 
s aus (sl), ®),...) 


(x=1,...,k) mit den Indizes d,=d,(s, r,), 


”* 


log 4 (du; 8, 74) 
R log q (dy; 8, rx) 


existieren. Dies ist nach (11) stets möglich, und in dieser Weise sollen die natürlichen 
Zahlen r,(x<=1,...,k) mit r, verknüpft sein. Soweit die Mahlerschen Überlegungen. 
Um nun Hilfssatz 3 mit q(d,; s,r,)=4u (#=1;..., k) anwenden zu können, ist es 
notwendig, die dortige Voraussetzung (5) zu erfüllen. 
Nach (11) und (12) ist für x=1,...,k 
1 


dx _Zdk41 3dx _3Ik +1 
rt —1sr,Scr s 
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Für die d, ist dabei d,>0, also 3%®>1 und d,>d,,, oder d,,,+1<d,, folglich 
gi _ Zi 1 > 3 (3% 3% 1) (x=1,...,k—1). 
Daraus erhält man 


3 
1 A. 1 de+ 1 _edeı 1 /rarı 
a a 2, 


und für jedes r,, das nur größer als eine von c und k abhängige Konstante ist, ergibt 
sich daraus 
r,—(r,,1+1)? («=1, ...,k—1), 


woraus wiederum folgt 


k 
(13) „(nt I Mt) 


r, sei von jetzt ab so groß vorausgesetzt, daß mit der in (8) vorkommenden Größe ö, für 
die 0<ö<1 gelte, an Stelle von (13) die Ungleichung 


k 
(14) 25,1 (+) 


tritt, und aus (12) für alle hinreichend großen s aus (8,, 85, -.) 


2 log gm _ 1% log pın _ x 


15 —str — 
. 146° Floggm 1-6 log pm 1-6 


folgt, was sich wegen (2) und u >0 stets einrichten läßt. 


k 
Ist nun (5) für «=1 erfüllt, also log In>Yar II (r,+1)?, so folgt aus (12) 


k r 
log 4u>Yar Il +? —, 
i=2 Gy 
und damit ist (5) erst recht mit «=2,...,k gültig. Da aber r,,...,r, sicher von s 
unabhängig sind, hingegen q,1,=4(d,; s,r,) wegen (10) mit s beliebig groß wird, ist (5) 
mit «=1 für beliebig viele s-Werte der Folge (s,, 83, ...) zu befriedigen. Damit gilt 
Hilfssatz 3 für q,,=4 (d,; 8, r,), wobei s genügend große Werte der Folge (s,, 83, -.-) 
durchläuft. 
Nach Aussage von Hilfssatz 3 ist die rationale Zahl 


ö 


‚ 


für die abgekürzt Rule. 2) oder noch kürzer R,,, () geschrieben werde, 
4a) I) : 


k 
mit <, I (r,+1) (#x=1,...,k) von Null verschieden. Die Koeffizienten von R 
=x+1 


sind nach Hilfssatz 2 ganzrational, folglich rühren Nenner von R,,(p/q) nur von 
Qu» ++») her. Es sei erinnert, daß Ge = U Un gesetzt ist, wobei die de nur die 
endlich vielen Primfaktoren @,,...,Q, enthalten und außerdem noch in einer Klasse 
C(a,,...,0,;5 bi, .--,d,) liegen. Es soll die natürliche Zahl V abgeschätzt werden, mit 
welcher R,,,(p/q) multipliziert werden muß, damit das Produkt ganzrational wird. 


k 
Die Nenner q,,, treten höchstens in den Potenzen r, auf. Also hätte II fer die 
”=1 


geforderte Eigenschaft. Wir werden jedoch gleich sehen, daß wir unter Benutzung der 
Klasseneigenschaft der q,, als V einen Teiler dieses Produkts bestimmen können. 
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Nach (7) ist ie En 
ee 108 g(x) 7.h,((*)) < Rn a. x) 


<Q, 
Aus (2) folgt 

. lg _ log a, 

für beliebig kleines festes ö>(0 und hinreichend großes q,>g,(6). Mithin ergibt sich 


b 


u 
u 7„10g 4.) Th, ((*)) 


<Q, (vs=1,...%) 


falls q.> (6) ist, insbesondere also, wenn 9,,,> 9,(6), was nach dem Vorangegangenen 
stets erreichbar ist und im folgenden vorausgesetzt sei. Schließlich ist wegen (15) 


e 


dy—1 u 
1-88) (1-6) "rplogaie Tun) 
e m r% 


<Q, 


k 
'k Z r„.hn((&)) 
In TI m steckt als Faktor die Zahl Q,”' ’ für jedes n=1,...,v, andererseits 
”=1 


kommt im Nenner von R,„(p/q) nach Hilfssatz 2 kein Potenzprodukt Inh vor, 


B Tyx ge & k ch 
für das »2 >k($-+e) ist. Mithin kommt auch hier IQ, ’ 


x=1 !% 


(® für solche r, nicht 
k T, . 
vor. Also darf aus dem Produkt ]/g,%, ein Faktor 
”=1 


k 
Min ( 1 — mit 2 = <k(3+e) 


1» x=1 sol 7% 
herausgenommen werden. Es ist aber 
bn—1 Ty 
(u—7,) h,(&)) —— (18-5) (1—5) | 1- — |rR log q(x) 
> ". 


0 
& T & T 
und wegen 2 <küdte ist (1-2) >k(}—e), also 


”=| ” “=| 


’ 


k bn—1 . 
(ru—7,) hy) (1—B—6) (1—8)k(4—e)rx 108 g(x) 
Fl 5 Kae D 


und jetzt ist die rechte Seite von r, unabhängig. Setzt man noch 


b,—1 
Be (1—ß—6) (1—6) k (3 —e) r, log qw) 


In log @, z 





so hat V- Id 1.0" die gewünschte Eigenschaft, daß V-R,,(p/a) ganzrational 


ist. 

Nun wird gefragt, ob sich von dieser Zahl V-R,,(p/q) ein abschätzbarer ganz- 
rationaler Faktor abspalten läßt. 

R,(21 > ---,2,) ist nach Konstruktion (Hilfssatz 2) ein Polynom in 2,,..-, 25 


das unter Berücksichtigung von (6) und (14) nur Potenzprodukte zi'---27* enthält, 


für die 
. 
(16) — >k(4—e) (18) 
=1 '* 
ist. Folglich läßt sich V-R,,(p/a) als Polynom in Pay» +--»?«a) mit ganzrationalen 
Koeffizienten auffassen, und es kommen dabei ebenfalls nur Potenzprodukte pi)‘: P(k 


Journal für Mathematik. Bd. 188. Heft. 2. 16 
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vor, für die (16) gilt. Pay» +++» Pay liegen mit Qu)» ---»9a, in einer Klasse C'(a,; b,). 
Daher gilt mit p,,= Pi Pin und 2, = PM... Pu) (2=1,...,k) nach (7) 


au— Or RE 
 ogpım » 9m; 
e I < P 1a) va en 


Aus (2) folgt 
lim !°EP» 
log p, 


‚>o 


=1—x oder 


für beliebiges festes ö>0 und hinreichend großes p,>p,(6). Dann ergibt sich 

aw—1 

BE Au... 
für ?,> Po(4), was sicher gilt, wenn 7,,>P,(6) ist, und dies sei von nun an voraus- 
gesetzt. Nach (15) folgt dann 


ao—1 T. x=1 k 
1—a—5)(1—6)r,1o - ver.) 
3 (1—a—5)( )rKlogP(x) Tx < Pro (@) BE: Ing 


und daraus 
a8) rgloRD0 2 z > 
ı =1r% 
e 
Wegen (16) erhält man schließlich 


k au—1 
E70)  —T—1-a-d1-8)%E (d-e)rz10B7) 
m >e ; 
und hier ist die rechte Seite von x und den r, 4 Daher gibt es eine nichtnegative 


B 749m ((*)) 
ganzrationale Zahl i, derart, daß Pe Teiler von P*-! ist mit 


ao—1 
a Bien (1—Ö)? k(4}—e) r. log pn 


i.= —, 


log Po 





und dieses P'® ist dann auch Teiler eines jeden in V-R,,(P/y, auftretenden Potenz- 


kr r : E . : 
produktes ]]J ?%- Wir haben also in F= I P} eine ganzrationale Zahl gefunden, 
”=1 o= 


} kr a 
die Teiler von allen in V- R,,(p/q) auftretenden Potenzprodukten „I Pi, ist, die mit- 


hin in der ganzrationalen Zahl V- Ko (p/q) aufgeht. Demnach ist 
er —i. 2 Peg p 
ZB (2) Has HP" Rn(e) 
ganzrational und von Null verschieden; also ist i 

(17) 221. 

Nunmehr werde für |Z| eine Abschätzung nach oben gesucht. R(2,,...,2,) läßt 
sich als Polynom in z,—£(x=1,...,k) auffassen. Hierbei treten nach Hilfssatz 2 nur 
Potenzprodukte 

R. 
MN" (0% mit DV >kd-e) 
“—1 ”% 
auf; also kommen in R..,(21> --- 2) mur Potenzprodukte 


k 
(21 — 8)" (2,—L)” mit >= >k (4—e) (1—8) 


„—=1 ” 
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vor. Die Koeffizienten dieses Polynoms R, (21, -.-,2,) in der Darstellung nach Potenzen 
von 43—L,...,‚2,—L erfüllen für =, nn mit Gültigkeit von (3) und u>0 
(ı) (k) 
nach Hilfssatz 2 die Abschätzung, daß sie absolut genommen kleiner als y5 mit geeig- 
netem y, sind. Nach Ungleichung (3) ist jedes Potenzprodukt 
Pr) Tı Pix) TA Tu —a(tloggı+++r,1log g,,,) 
EI un .. = ... ko —_ k (k) 
ee ’) R- "| | I 1a) 2 ; 
und mittels (15) folgt hieraus, daß die rechte Seite 
a4) r 1089) 


ar 
k 
wird. Da aber nur Glieder mit >; >k(4—e) (1—6) vorkommen, so ist für alle in 
wol '% 


R,,,(p/q) auftretenden Potenzprodukte 


(2e— )" (a8 ” < —uk(4—e) (1-6)’r, logq,,, 
..IÄi—— e N 
Ir) C 4x) S 


und daraus folgt zusammen mit der Abschätzung der Koeffizienten: 
on 2 „Pla <yig rn, 


Für ö)k(4—e) r, log q) 


logQ, 


ergibt sich .unter Berücksichtigung von (8), (9) und (15) 
Vet kr,loggx). Pa ie (1—B—6) k(4—e)r.logqayt+Ys 





k 1 Bin 2 
= 146 18, ” und j,= 


oder 
(19) V<yedir (14+5—(1-5)? (1-8) (4—e)} | 


Schließlich erhält man für F= Iz P'® mit 


3 —e)r. log Pin) 





„= 


log Pu 
unter Beachtung von (3), (8), (9) und 4. >0 

(20) F> REN, 

Durch Zusammenfassung von (18), (19) und (20) folgt nun für Iz| die Ungleichung 
2]<ra © 


0=1+4— (1-8)? (1—B—8) (4—2)— (1-8)? (1—a— 6) d—E)—u(1— 5)’ (de) 

=14+8— (1-8)? (4—e) 11 d+ (1—a—8) (1-d)+ 1). 

Unter der Voraussetzung (4) gilt für u=ax+ß+e’ mit €>0 
0=1+6—(1—6)?(4—e) [2+ 8° —36+ 64 62), 
und es ist bei festem e°>0 sowohl &>0 wie auch e>0 stets geeignet so wählbar, daß 
0<0 wird. Dazu muß nur 
1+6—(1—5)2 (}—e) (2? — 3ötaö+)_ 
(1-8)? (}—e) 

sein. Für AM erhält man dann unter Berücksichtigung von (15) mit @<0 die Ab- 
schätzung 





ko 
Free Yet 175!% 4)) 


20 
Z>» a u 
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und hier ist für hinreichend großes q,,, der Exponent sicher negativ, also |Z/<1 im 
Widerspruch zu (17). 

Die Ungleichung (10) kann also nicht für beliebiges s gelten, und damit ist der 
Beweis von Satz I erbracht. 


83. Verallgemeinerungen, Folgerungen und Anwendungen. 


a) Es ist leicht erkennbar, daß sich ohne neue Schwierigkeit mit der gleichen 
Methode auch die folgende Verallgemeinerung von Satz I beweisen läßt: 


Satz II. A und B+0 seien ganze rationale Zahlen, und es seien für Paare ganz- 
rationaler Zahlen p,,q, mit (p,,q,)=1; v=1,23,..; 0<q, SS die Ausdürcke 
Bp,—Agq,=P,-p, +0 und q,=g,.q, als Produkte in ganzen Zahlen dargestellt, wobei 
p, und q, Potenzprodukte nur endlich vieler, von v unabhängiger Primzahlen bedeuten 
mögen. Ferner werde 

Er logp, 

„>00 108g (Bp,—Ag,) 
gesetzt. Besitzt dann die Ungleichung (3) mit C+4A/B für u>a+ß unendlich viele der 
obigen Zahlenpaare p,,g, als Lösungen, so folgt 


—=x und 


lim log, +1 .— 
>00 log q, 
Satz I entsteht hieraus durch die spezielle Wahl A=0, B=1. 


Der Beweis des Satzes I ist in der Weise abzuändern, daß das in Hilfssatz 2 kon- 
struierte Polynom R(z2,,...,2,) nun die Eigenschaft haben soll, daß 


(21) 





art +7 R(z, ...,2%) 
k ” = 
an =2 


T au 
02,02% 


“ se .=2, an Stelie von 0) 


k 
wird für alle > 0,...,7,>0 mit I sk(-—e). 
“=1l '* 


Die übrigen Überlegungen verlaufen dann ganz analog. 
Durch ganz ähnliche Betrachtungen läßt sich auch die folgende, noch allgemeinere 
Tatsache zeigen: 


Satz III. A,,...,A,; B,=+0,..., B,+0 seien ganzrationale Zahlen mit 
A, r 
Er *r (Fx%; 1,x=1,...,)) 


und es seien mit ganzen rationalen Zahlen p,,q, ((»,; q)=1; v=1,2,....; 0<q,sgSs +.) 
die Ausdrücke Bp,—A.q, (ı=1, .... j) und q, als Produkte der Form 
Bp,—A,q,=p"p” und q,=q,'q, 

geschrieben, wobei p\" («=1,...,j) und gq, Potenzprodukte von nur endlich vielen, von v un- 
abhängigen Primzahlen bedeuten. Man setze 

zo _ ’ nn logg, 

he T7 FT ieh = ht 
Besitzt dann die Ungleichung (3) für 


5 
u > Max (1-i+B+. 80. 0) 


unendlich viele der obigen Zahlenpaare p,,q, als Lösungen, so folgt wiederum (21). 
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In Verallgemeinerung eines Mahlerschen Satzes (siehe ?)) läßt sich Satz III noch 
auf die Approximation endlicher Systeme algebraischer Zahlen ausdehnen in der Weise, 
daß bei sonst unverändertem Wortlaut von Satz III die Ungleichung (3) durch 


Min |? _2,|<g 


u v | 


ersetzt wird, wobei £,,...,£, endlich viele gegebene algebraische Zahlen bedeuten. 


3 i r 

b) In Satz III wird von Max (1-j+#+ zu, 0) gesprochen. Dadurch wird die 

ı=1 
Frage nahegelegt, ob überhaupt 
a j 
1-j+f+2%>0 
sein kann. 

Man kann das so angeschnittene Problem überraschenderweise mit der gleichen 
Methode, die zu Satz I bis III führte, in Angriff nehmen. Man bestimme hierzu das 
im Hilfssatz 2 auftretende nicht identisch verschwindende Polynom R(2,,...,2,) mit 
ganzrationalen Koeffizienten so, daß 

tt Rz 2.24) 
özf1- - Ozik 
4A, A, 4A; ® Ty 2m 
5,’ bzw. ve bzw. 5, falls nur P2 „_kd €) 
ist mit 7,>0 (x=1,...,k). Dabei mögen wiederum in dem Polynom R(z,, ...,2,) keine 





verschwindet für ,=2,='"=2,= 


k 
Potenzprodukte z7'---27* vorkommen mit Dezkdte). Hilfssatz 1 werde zur 
x=1 ’% 


Konstruktion dieses Polynoms mit ex5 angewandt. Für die Folge > =1,2,...) 
2j 


bestehe an Stelle der Ungleichung (3) nur die viel schwächere Bedingung der beiderseitigen 
Beschränktheit in einer Form 


(22) T,<<T, 


mit zwei geeigneten festen Schranken I‘, T,. Man schließt in ganz analoger Weise, 
wie es für Satz III notwendig ist, und erhält so die Aussage: 


Satz IV. Seien A,,..., A; BR#0,..., B,+#0 endlich viele ganze rationale Zahlen mit 

A, , An 

B*E, (FX%; 1, %=l,...)}) 
und es mögen die rationalen Zahlen p,,q, ((p, q)=1; v=1, 2%, ...; <<<) 
der Ungleichung (22) genügen mit derartigen festen Schranken I‘, und T,, daß keine der 
Zahlen 2 («=1,...,j) dem Intervall I, <z<T', angehört. B,p,—A,q,=p®" : pl” und 


9,=4,9, seien Produktdarstellungen von B,p,—A,q,(i=1,....,j) und q, in ganzen Zahlen, 
und hierbei mögen p" («=1,...,j) und g, Potenzprodukte von nur endlich vielen, von v 
unabhängigen Primzahlen bedeuten. Schließlich sei 
Bauer log „9 | 
lim == 
„00 108 (B,p, — A.9,) 


Dann folgt aus 


(23) I-j+B+ &<0 


. =— lag, 
&, (=l,..,H) lim =ß. 
v0 108 % 





wiederum (21), falls es unendlich viele 2 mit obigen Eigenschaften gibt. 


v 
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Die Aussage der Ungleichung (23) wird vielleicht noch etwas deutlicher, wenn man 
sie in der Form 


1-ß+ 2(1-0)>2 


schreibt. 
e) Sind Fpr=1,2. ...) die Näherungsbrüche des zu der algebraischen Zahl & 
I, . 


gehörigen regelmäßigen Kettenbruchs, so muß nach der Liouvilleschen Abschätzung 
—— logg, . a , > | as 

für diese lim ef endlich sein. Ferner ist aber stets et <q, ‘, also muß 
‚> 054 | 4v | 


a+ß=2 sein; oder mit anderen Worten (in bisheriger Bezeichnung): 


Folgerung 1. Sind e (=1,2,...) Näherungsbrüche des zu & gehörigen regelmäßigen 


Kettenbruchs, so muß bei algebraischem & mit beliebigen rationalen ganzen Zahlen A,B+0 


"WOCHE... . EEE 0- und lim 8% _ 

vo eg (Bp,—Ag,) v >00 108 
sein, wenn Bp,—Agq,=P,P,, q,=4.4, und p,,g, Potenzprodukte von endlich vielen, 
von v unabhängigen Primzahlen bedeuten. 


Damit ist ein Mahlersches Ergebnis?) verschärft. 


Nun sei £ sogar rational, und = (=1,2,...) seien die Partialsummen einer geo- 


v 


metrischen Reihe vom Werte £. Genauer: Mit einer natürlichen Zahl s> 1 werde 


art m 
Iv 
. gesetzt.! Dann ist 
und lim Im _ 
„>oo logq, 


Wegen ß=0 muß also a=1 sein. Wir haben damit die 


Folgerung 2. Wird mit p, das Potenzprodukt von endlich vielen, von v unabhängigen 
Primzahlen bezeichnet, das in 


Bp,—Aq,=B (1+8s+ +38”) + (B—A) #1 
bei ganzrationalen Zahlen A, B+0 als Teiler enthalten ist, so ist 


im _ Er  _o, 
log(Bp, —A 4.) 


>00 


Diese Folgerung läßt sich verschärfen und auch verallgemeinern, jedoch soll 
darauf, wie auf weitere Folgerungen aus unseren Sätzen hier nicht eingegangen werden. 


d) Es soll darauf verzichtet werden, mittels unserer Approximationssätze Beispiele 
transzendenter nicht-Liouvillescher Zahlen anzugeben, da sich durch geeignete Um- 
kehrung dieser Sätze ohne Schwierigkeit beliebig viele davon bilden lassen. 


Es seien nur einige bereits bekannte Transzendenzergebnisse, wie im $ 1 angedeutet, 
im Zusammenhang mit dem Approximationssatz I betrachtet. 
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Im Jahre 1916 zeigte A. J. Kempner nachfolgendes Ergebnis an®), dessen Beweis?) 

er kurz darauf mtteilte: Die Potenzreihe 
> 0 

24 a“ 

(24) Per 
hat für alle rationalen, von Null verschiedenen Werte von x einen transzendenten Wert, 
wenn a und c ganze rationale Zahlen >2 sind, und die ganzen Zahlen 9, gewissen Be- 
dingungen genügen, die erfüllt sind, wenn W<L* mit beliebigem, aber festem L ist, 
und nur endlich viele der d, verschwinden. 


Wie man sofort sieht, ist mit den Bezeichnungen des Satzes I hier $=0, u 2c—e 


: r —— sd, , ’ - 
mit beliebigem e>0 bei c>2 und Jim a endlich, wenn die Partialsummen 
of 


„>00 5 4v 


als Näherungswerte genommen werden. Dann ist aber u >x+Pß, also ergibt sich ein 
Widerspruch zu Satz I; mithin ist (24) transzendent. 


Kempner gibt noch eine Anwendung auf die Fredholmsche Reihe Sa“, die 


“= 


sich für rationale x — r +, |«) <g %*® auch nach unserem Satze unmittelbar als 


transzendent erweist. 


H. Blumberg?) teilte im gleichen Jahre die Transzendenz von (24) mit, falls |d,] < L** 
ist mit festem d und unendlich viele 9, nicht verschwinden, und auch diese Verall- 
gemeinerung folgt aus Satz I, zusammen mit dem Satz von Liouville über die Approxi- 
mation algebraischer Zahlen. Den Beweis seines Ergebnisses veröffentlichte Blumberg 


erst im Jahre 1926?). 


transzendent sei, wenn 


. d, =" eine rationale Zahl ist mit la,J+jo,| <_L* bei festem Z, 
U. 
. c„ positiv ganzzahlig und Teiler von c,,, für alle x und 


Car 


lim — >21 ist. 
»>o0 °% 
Diese Aussage läßt sich aus unseren Sätzen nur in Spezialfällen herleiten. 
S. Izumi gab eine Verallgemeinerung des Kempner-Blumbergschen Satzes!!) mit 
Beweis!2). Er zeigte: Die ganze transzendente Funktion 


mit |9)<L* 


6) A. J. Kempner, On transcendental numbers. Bull. Amer. Math. Soc. 22 (1916), 284-285. 

?) A..J. Kempmer, On transcendental numbers. Trans. Amer. Math. Soc. 17 (1916), 476—482. 

8) H. Blumberg, On a theorem of Kempner concerning transcendental numbers. Bull. Amer. Math. 
Soc. 22 (1916), 438—439. 

9») H. Blumberg, Note on a theorem of Kempner concerning transcendental numbers. Bull. Amer. Math. 
Soc. 32 (1926), 351—356. 

10) A4..J. Kempner, Generalisation of a theorem on transcendental numbers. Bull. Amer. Math. Soc. 
23 (1916), 6465. 

11) $. Izumi, On transcendental numbers. Proc. Acad. Tokyo 3 (1927), 30 —391. 

12) S, Izumi, On transcendental numbers. Töhoku Math. Journ. 29 (1928), 250—253. 
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bei ganzzahligem a>1 stellt für rationale x=+0 eine transzendente Zahl dar, wenn 


1. die (o,) eine monoton wachsende Folge ganzer Zahlen mit lim === 00 sind, 
”>00 


HH omg 


On,+ Be On; 


0,+'+0,>o,+''+oe,, mit i,j<sf bei beliebigem f und o„=Fo,„ erfüllt sind, 


>16, ist bei d, > 0 (unabhängig von m}, ..., M;;j,...,,), falls 





3. nur eine Menge o 
kleiner als o, ist. 

Wenn sich auch bei diesen etwas komplizierten Bedingungen für die (co,) unser 
Approximationssatz allgemein nicht ohne weiteres anwenden läßt, so konnte ich doch 
kein Beispiel für die Folge (o,) finden, das obigen Bedingungen genügt und zu dem 
nicht sofort auch die Transzendenz von p(x) mit rationalem x +0 aus Satz I oder aus 
dem Liouvilleschen Approximationssatz unschwer zu folgern wäre. 

Schließlich gehört in diesen Rahmen ein Ergebnis von K. Öishi13), in dem die Trans- 


‚0,, existiert, deren Summe in den (c,) maximal, aber 


n,? ... 


zendenz von N9,0% für ganzzahlige 9,,x und o, mit |9,J<Z,x2=+1 und 0,>0, 


”=0 


sowie = zy>1 gezeigt wird; und dieses Ergebnis folgt auch wieder unmittelbar 


aus Satz I bzw. aus dem Satz von Liouville. 

Es könnten noch in der Literatur bezüglich ihrer Irrationalität untersuchte Größen, 
die sich nach unseren Approximationssätzen als transzendent erweisen, angeführt werden. 
Das möge jedoch unterbleiben. 

Es seien in diesem Rahmen der als transzendent erkannten Größen, der Vollständig- 
keit halber, noch zwei Veröffentlichungen von K. Mahler!#)®) erwähnt, in denen u.a. das 
interessante Ergebnis bewiesen wird: Sei F(t) ein ganzwertiges nichtkonstantes Polynom, 
das für t>1 positiv ist. Dann bedeute ® den Dezimalbruch, der entsteht, wenn hinter 
dem Komma der Reihe nach nacheinander die dezimal dargestellten natürlichen Zahlen 
F(1), F(2), F(3), ... aufgeschrieben werden (statt Dezimalbrüchen können auch analog 
gebildete Brüche mit einer beliebigen Basis g>2 betrachtet werden), und es wird gezeigt: 
© ist stets transzendent, aber keine Liouville-Zahl. Der Mahlersche Beweis beruht aller- 
dings bereits auf einer Anwendung eines Spezialfalls von Satz 1. 


13) T, Itihara und K. Öishi, On transcendental numbers. Töhoku Math. Journ. 37 (1933), 209—221. 
14) K. Mahler, Über die Dezimalbruchentwicklung gewisser Irrationalzahlen. Mathematica B, Zut- 
phen 6 (1937), 22—36. 


Eingegangen 15. November 1949. 
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Sätze über Kreisteilungspolynome 
und ihre Anwendungen 
auf einige zahlentheoretische Probleme. II.*) 


Von Hans-Joachim Kanold in Heidelberg. 





Abschnitt II. 


In diesem Abschnitt sollen ein schon von Kronecker®) gefundenes Ergebnis über 
die Primzahlen in der arithmetischen Folge 1 -+ »m (m fest,» =1,2,...) als einfache 
'olgerung aus I abgeleitet und für diese Primzahlen Größenabschätzungen gegeben werden. 
Dann wird ein weiterer Satz über Kıeisteilungspolynome bewiesen und schließlich werden 
mit Hilfe zweier Sätze von Herın T. Nagell?) Aussagen über bestimmte Kreisteilungs- 
polynome und Produkte aus innen hergeleitet. 

Wir wollen zunächst sehr einfach beweisen, daß die arithmetische Folge 1+ » m 
(m fest, v =1,2,3,...) unendlich viele Primzahlen enthält. Dazu brauchen wir nur zu 
zeigen, daß es beliebig große Primzahlen der Restklasse 1 (mod m) gibt. Es seien 
h<ga<r''<q,die s kleinsten Primzahlen dieser Art; dann besitzt F,, (9, 92° 4,) für 
m> 2 nach I, (29) einen Primteiler der Restklasse 1 (mod m), der > g, ist, weil nach I, (2) 


(1) F „(4 42° 4) | (42 —1 


ist und infolgedessen keine der Primzahlen g,, gs, - - -, 9, als Teiler haben kann. Damit 
erhalten wir bereits das Ergebnis von Kronecker. Ergänzend können wir noch be- 
merken: Spalten wir das Produkt 9,95. ..9g, auf irgendeine Art in zwei Faktoren auf, 
schreiben wir also 

(2) HE HR) (lo+r=e), 
so folgt ebenfalls nach I, (29) und I, (2) für m> 2, daß (4 , :-.""F,„ (; L 


mindestens einen Primteiler enthält, der = 1 (mod m) und größer als g, ist. 
Nach I, (50) erhalten wir 


I 2 (m) 

I) aan (4) i; (=) F„(4 92°)» 

94° T g, ''% 

*) Teil I dieser Arbeit erschien in dies. Journ. 187, 169 — 182, 1950. - Er umfaßt die Abschnitte I 
und II, auf die im folgenden durch I bzw. II zurückverwiesen wird. Die Numerierung der Fußnoten 
schließt sich an die von Teil I an. 

6) L. Kronecker, Gesammelte Werke 83,1, 281—292. Vgl. auch Monatsberichte der Königlich 
Preußischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin 1888, 417—423. 

?) T. Nagell, Des &quations indeterminees 2 + x +1= y*et=?+x2+1=3y", Norsk Matematisk 
Forenings Skrifter, Serie I, 2, 12—14 (1921). Die Arbeit von A. Brauer, On the non-existence of odd perfect 
numbers of form 2* 95 g; + + + 94-1 94, Bull. Amer. Math. Soc. 49, 712—718 (1943), war mir zur Zeit der Abfassung 
dieser Arbeit nicht zugänglich. Die Benutzung der Sätze von Nagell geschah daher völlig unabhängig von 
der oben erwähnten Arbeit von A. Brauer. 
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wenn wir, ohne Einschränkung der Allgemeinheit, q,---4,>g, ---q, annehmen, 
Wir können nun g,---g, auf 2?-1_—-] verschiedene Arten in zwei Faktoren aufspalten 


und kommen so nach I, (40) zu 22-1 — 1 verschiedenen Zahlen (g ...g,)?” F,„ (= 
die alle nach (3) kleiner als 2)” F„(9ı°--9,) sind, und von denen jede mindestens 


einen Primteiler enthält, der = 1 (mod m) und größer als g, ist. Ist m = p'--- 9%* und 
9 E1 (mod :) 50 enthalten diese 2?-1— 1 verschiedenen Zahlen nach I, (1) nur Prim- 
Pr 


teiler > q, und ='1 (mod m). Daraus folgt sofort, daß mindestens eine der beiden fol- 
genden Ungleichungen gelten muß: 


2 


| Eu) Ana; 


(4) 


2 


| en < rn. 


Itp, =1 (mod =) ‚so sehen wir aus I, (4) und 1, (5), wenn wir für den Augen- 
k .- 


' 


blick q ..+q,=&# und 9 :-:q, =y setzen, also =y=1 (mod p,) ist, daß 
„or, (£) | b, = p, (mod p,) ist für x =1,...,k. Daraus folgt aber für m = pj'-- - pj* 
und k>1,daß „Pr F,„ (5) = 0 (mod p,) ist. Wir können daher wieder wie oben schlie- 


ßen und die Richtigkeit von (4) erweisen. Für m =p/', also 


> pm—1 
F(m) 2 ta Br —a—1) 
v"r.@)=-2 "try 
Y g=0 


folgt 


gar 


ymF, (5) = () (mod p,). u 


Die Ungleichungen (4) nehmen dann die folgende etwas verschärfte Form an: 


92 a -1) 
_ F 


() Pı G+1 < (2 2 (91° 49); 


(4) nn" 
DB Min <l) — Ana Q): 
Für m =2, d.h. für alle ungeraden Primzahlen g,,9,, . . . gilt, daß der Ausdruck 
2Q1Q2°''Q, + 1 stets mindestens einen ungeraden Primteiler > g, besitzt. Eine zu (4) 
analoge Abschätzung erhalten wir so: Das Produkt der s-+ 1 kleinsten Primzahlen sei 
Q, also Q, = 29,°''9, Dann gibt es genau 9) —-1=(4,-1) (a —-1).,-1)—1 
Zahlen <@,, die nur Primteiler > g, enthalten. Es gilt nun genau eine der beiden 
folgenden Ungleichungen: 
(4”) | (&) GH <Q, 
N | (ß) G+ 1> 9; I,+a- 1) (g—1)—1 < Q, < I+M- 1). *(g—1)° 
(5) Satz. Ist m>6, so existiert mindestens eine Primzahl q, mit den folgenden 
beiden Eigenschaften: P(m) 
(*) „= 1(modm); (Pf) <5°’. 
Beweis. Nach I, (35) enthalten F,„ (2) und F, (— 2) je mindestens einen Prim- 
teiler der Restklasse 1 (mod m). Nach I, (51) gilt 


vn im 


2 


(6) Min (F„(2),F„(—2)) S®+1)? =5?. 


Damit ist (5) bewiesen. 


“ 
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Auf die gleiche Weise können wir auch die Zahlen g, = 1 (mod m) mit m> 2 für 
s> | abschätzen. Für g, erhalten wir 


(m) Y(m) P(m) 


"m Vecagm 


MD) BSa+y!: = Am(i+ 1) ee £ m (1 u 


q (m) 


Ist s> 2 und ungerade, so folgt 
(m) P(m) 


I) sad ti)’ <2’ u. 


Ist s> 2 und gerade, so ergibt sich 
P(m) 


<(E 2 ea 9 ; Bu d- 
I) SHE Lo tRürG-) = (1 +23-57) 


F(m) 
7 


< (4°: ER ae (1 + a) <2(g, 43° N, 


Für m =2 folgt für ungerades s> 2 


(8) .,S2, u G-ı tb. <2Ru-ı 
und für gerades s> 2 

(9) , Sn G-1ı Bub. <hk%-ı- 

Wir beweisen jetzt über Kreisteilungspolynome den 


(10) Satz. Sind p und q zwei beliebige Primzahlen, sind ferner a und b zwei beliebige 
ganze Zahlen, so it Lt’ +" +" +: +? bP nur in den beiden Fällen 
vo=q=2; a=b=3 und p=2; q=3; a=1; b=2 möglich. 

Beweis. Es sei zunächst 9 = 2angenommen. Wir müssen dann untersuchen, wann 

(11) Ii+f=bB 
seinkann. Aus (11) folgt * =b®— 1 =(b— 1) (b + 1) und daraus entweder5d — 1 =|1, 
alog =3;a =1;b =2 oder g|(b— 1) und g|(b + 1), d.h. qg =2. Nun muß eine der 
beiden Zahlen 5— 1 und 5b + 1 kongruent 2 (mod 4) sein. Da die Hälfte dieser Zahl 
keinen ungeraden Primteiler enthalten darf, kann sie also nur 1sein. Dasergibtb— 1 =2; 
b=3;"=8;q=2;a=b=3. 

Jetzt setzen wir p als ungerade Primzahl voraus. Zuerst folgt aus 


PR un 


(12) I++qQ'+--- + ph, 
daß 5’ <g", also 

(13) b<qd' 
sein muß. Daraus und aus 

(14) e@®—1)=b—-Yi+b+b+ 
ergibt sich 

(15) ali+b+ +8. 

Nach I, (1) besagt (15), daß Mr 

(16) q=p und b=1 (mod p) oder g=1 (mod p) 
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sein muß. q=1 (mod p) liefert auf Grund von I, (1): 
I+f+g°+. +” = p (mod pP) 


und damit einen Widerspruch, weil PP’ =» (mod 92) unmöglich ist. g =p ergibt 
im Falle a =1 


an) pi+r+P+ +) =b-YA+b+aH+ +). 


Die linke Seite von (17) ist kongruent p (mod 92), die rechte nach (16) kongruent 0 (mod 22). 
Das ist ein Widerspruch. Wir können daher im folgenden «> 1 annehmen. 
Aus (12) ergibt sich für g =p 


a rer tr DU ++ P + - +0). 
Nach I, (1) ist 145 +b2+---+bP=!=p» (mod p2), also ergibt sich aus (18) 


(19) pilb—1;b=kpn!+ı. 
Weil nach (13) b < p", folgt k <p. Wir erhalten somit aus (12) und (19) 
2) Hp 1. 


Die rechte Seite von (20) ist gleich 1+ pkp=!+ () Bed L Ape-dri, 
wenn p>3 ist (A ist eine ganze Zahl). Daraus folgt für > 3 die Kongruenz 


(21) I+pP+p"=1+kpfı — 122 pr! (mod p°-?). 


Auf Grund von a > 2 ist 3a—2 > 2a. Aus (21) folgt k=1 (mod p) und wegen k <p 


(22) =1. 
Damit wird (21) zu 
(23) = B2 p"! (mod 9°?) 


vereinfacht. Daraus ergibt sich aber sofort mit ? , l=0 (mod p) ein Widerspruch. Im 
Fall p =3 liefert (20) 
(24) 1+’ +3 =(k IL IP =I+k + RP LE ge-D, 


Genau wie oben folgt k =1 und daher 3° = 3°! 4 3°°3 aus (24) und schließlich mit 
3=1+ 3°"? ein Widerspruch. Damit ist (10) bewiesen. 

Die beiden Sätze von Herrn T. Nagell®), die wir mit unseren Ergebnissen 
kombinieren wollen, lauten: 


(25) @ + x+ 1 = y"besitzt nur die triviale Lösung y = 1, wenn n nicht eine Potenz 
von 3 ist. 


.(26) @ +x+ 1=3y” besitzt für n>2 nur die Lösung y =1. 
Als erste Folgerung ergeben (10) und (25) zusammen den 


(27) Satz. Ist q Primzahl und sind a, b und n ganze rationale Zahlen, so ist 
1+f+g° =b* für n>1 unmöglich. 


Wir betrachten nun den aus den Primzahlen g, (oe =1,...,s) gebildeten Ausdruck 
(28) ‚„I,U+0+@), 


s) Vgl.a.a. 0.?). 












der ı 
an, ( 
könı 


wob 
sein 
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14 
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der nach I, (1) außer 3 nur Primteiler der Restklasse 1 (mod 3) besitzen kann, und nehmen 
an, daß er nur durch eine Primzahl 9,, die kongruent 1 (mod 3) ist, teilbar sein soll. Dann 
können wir schreiben 


(29) I A+.+m =, 


wobei € und x, ganze Zahlen > 0 bedeuten. (26) und (27) ergeben sofort, daß s S3 
sein muß, denn es sind, abgesehen von der Reihenfolge, überhaupt nur die Fälle 


3) I+at+td=mi+R+B=-3m; 14+G+G = 
möglich. Wir wollen zeigen, daß von diesen drei Fällen immer nur einer auftreten kann, 
daß also aus (29) 

(31) s<i 


folgt. Zunächst beweisen wir: 


(32) Hilfssatz. Ist entweder y oder y+ 1 Primzahl, so kann die Gleichung 
1+2+22=3(1+y+ y?) für ganze x nur bestehen im Fall y=2; x —=4. 
Beweis. Es muß x =3x’ +1 sein, d.h. 


I+2 +2 =3(1430° 432 )=-3(1+y+ 9); 
das liefert 

(33) 32 (+1) =yly+l). 

Es sei nun y Primzahl. Dann gilt entweder y|3 oder y|x’ oder y(® +1). y=3 
ergibt 3x’ (x’ +1) =3-4; x’ (x’ +1) =4 und damit einen Widerspruch. %]x’ liefert 
37’ +Hl)z3y(y+1l)>y(y+1) im Widerspruch zu (33). y|(«’ + 1) liefert 
3) ly—1)y; 3yly—l) sy(y+l); y<s2. Also ist y=2. Das ergibt 
>7=1+4+4; 0 =4. 

Ist y+1 Primzahl, so folgt aus (33): Entweder (y-+ 1) |3 oder (y + 1)|x’ 
oder (y+ 1)|(®’ +1). Nun gilt aber: 

y+l=3fühtzuy=2; x =4. 


(y+ 1)|®’ liefert 32’ (# + 1)23(y+1l)(y+2)>y(y+ 1) und damit einen 
Widerspruch zu (33). 

(y + 1)|(®’ + 1) führt zu dem Widerspruch 3’ (« +1) 23y(y+1l)>y(y+1). 
Damit ist (32) bewiesen und zugleich gezeigt, daß in (30) die beiden ersten Gleichungen 
nicht zusammen bestehen können, also s S2 sein muß. 

Wir nehmen nun an, daß 


(34) Il+ty+g=pm und 14,+%=3p 
sein soll. Zunächst folgt daraus p, <g, < 2p,, weil 


1+9,+ pP <3p und 1+ 2p, +4pi>3p} 
ist. Setzen wir 
(35) g=p+tr soist O<r<p.. 
Aus (34) und (35) folgt 1+r + r?=0 (mod 9,). Die Kongruenz 1+ x + x? =0 (mod 7,) 
besitzt für O<x<p, nur zwei Lösungen. Weil die eine dieser Lösungen nach (34) 
9, und, wie man sofort sieht, die andere 9, — q, —1 ist, muß nach (35) 


(36) r=q, ode r=mn-y-1 
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sein. Aus r =q, folgt nach (34) und (35) 
By Hat tatm’el+ntatmtm+ 2m h=en + Pit 2m 
= 39; 29 1+q) =2p; 14 =M- 
9 = —1 (mod 7,) steht mit 1 +4, + =1 (mod p,) im Widerspruch zu (34). Aus 
r=Pm-— 1 folgt nach (34) und (35) 
8) 1+ 29m —-(4+D)+(2m — (+ VD) = 3m, +4 —4n (+1) = pl; 
7 —1 
Ai +; =: 


Das ergibt, in (34) eingesetzt, 





‘ b} D, -1 in - 1\2 2 ” 
3 ı+tr=ı+t + 7) = m; A-4p+B3=0. 


Die Lösungen dieser quadratischen Gleichung sind 9, =13 und p, =1. Aus p, =13 
folgt q, =3 und q, = 22. Weil 22 nicht Primzahl ist, ist somit die Unmöglichkeit 
von (34) vollständig bewiesen. 

Zum Schluß zeigen wir, daß auch 

(40) 149 +@=3p und 146 +%=3p 


nicht gleichzeitig bestehen können. Genau wie oben — vgl. (34), (35) und (36) — können 
wir g; = pP, + rmit 0 <r < p, setzen und für r die beiden Fäller =g,0derr =p, —%g—1 
herleiten. r =, ergibt mit Hilfe von (40) 


1+n +. +m +” =-3p; a =mM-3% M-6mn+3=0. 


Weil die letzte Gleichung keine ganzzahlige Wurzel hat, liefert sie einen Widerspruch. 
r=P— (9 + 1) ergibt nach (40): 


+1 p, + 1\2 j 
1+9= 49; 1+? ri +({ . ) = 3m. 





Auch diese Gleichung hat keine ganzzahligen Lösungen. Somit ist die Unmöglichkeit 
von (40) gezeigt. 


Wir erhalten zusammenfassend den 


(41) Satz. Sindg,(o=1,..., s) s verschiedene Primzahlen, und gilt 


8 0) Ex 
‚are. rt9)=°'m. 


wobei & und a, ganze Zahlen — 0 bedeuten und p, Primzahl ist, so muß sS1 sein. 


Abschnitt IV. 


In diesem Abschnitt soll ein früherer Beweis?) der Aussage, daß die ungerade Zahl 
n=p"41%d CT, nicht vollkommen sein kann, vereinfacht und dahin verallgemeinert 
werden, daß auch n = p* ": --- g} für 28, < 10 nicht vollkommen sein kann. Ferner 
werden einige neue notwendige Bedingungen für die Existenz einer ungeraden vollkom- 
menen Zahl angegeben. 


») H.J. Kanold, Verschärfung einer notwendigen Bedingung für die Existenz einer ungeraden voll- 
kommenen Zahl, J. f. reine u. angew. Mathematik 184, 116—123 (1942). 





und 
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Wir nehmen zuerst an, die ungerade Zahl n = p* 3.43: -- q£ sei vollkommen, 
und es sei außerdem 34 n. Dann folgt aus der Gleichung!®) 


“—1 
2 


x.) 2 2 p+l 
VD on-rie rn li+r+m4+ eo +4p?) 


er 


der . )u+nt+at+ +) ILU++E), 


daß q,=2 (mod 3) sein muß füre=2,...,r und nach I, (1) das Produkt 
ıl i+g+ g;) nur durch p und gq, teilbar seinkann. Auf Grund eines früher bewiesenen 
Satzes1t) muß 

(2) r>8 


sein. Nach III, (41) kann von m (1 +4, + g;) höchstens ein Faktor die Primzahl p 
e=2 5 

und ebenso höchstens ein Faktor die Primzahl g, nicht enthalten. Das besagt, zusammen 
mit (1) und (2), daß 

(3) ‘2or—22>6; 2, 2r—2>6 
gelten muß. Damit ist bewiesen: 

(4) Im Falle 34n können n=P WEG, n=pdg" 
n= pP g%:--g£ nicht vollkommen sein. 


2 2 2 
'5495°''q, und 


Wir bemerken dazu: n = pP" @”--.-g” ist für 3/n natürlich immer 
vollkommen: denn nach (1) ist 3]1+9°+ p®|n. 


Wir wollen nun annehmen, daß 


(5) 2A =r—2 


sei. Dann enthält genau ein Faktor von m i+g+ g;) die Primzahl g, nicht. Dieser 
0=2 
Faktor sei 1+g+ @. Nach III, (27) ist sofort zu ersehen, daß nur der ‚Fall 


(6) l+g+R=P 
eintreten kann. Nach einem früheren Ergebnis?) muß nun für ein bestimmtes o, z.B. 
fürro=3 

(7) 14: +5 =4 


; , 1 , . rn 1 cas 
sein, weil sonst nd durch kein g, @=1,...,r) teilbar wäre. er: kann nämlich 


auch nicht durch g, teilbar sein, weil 


(8) OHR tR) 
ist. Außerdem folgt, daß 
(9) 


10) Diese Gleichung besagt, daß n vollkommen, d.h. o(n) = 2n. 

1) H.J. Kanold, Folgerungen aus dem Vorkommen einer Gaußschen Primzahl in der Primfaktoren - 
zerlegung einer ungeraden vollkommenen Zahl, J. f. reine u. angew. Math. 186, 25—29 (1944), (7). 

12) Vgl.a.a. O.°), (6). 
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p+1 . p 2 1 
gelten muß, da ©, nicht durch q,, 93, 9, - - -, 9, teilbar ist und =1 (mod 3), aber 
G = 2 (mod 3) gilt. (6) und (9) liefern 
10) 1+49+8=-28-19,°=-1=+1)@-1). 


Daraus folgt entweder g, Iga—1,d.h.g+ 1>g,+ 1 und damit ein Widerspruch zu (10), 
oder 9, |9g5 + 1, also g—1> 9g— 2. Nach (10) ist aber in diesem Fall ,— 1s 47 “ 


Das ergibt zusammen 
(11) 2 <stHt, ,<5. 
Weil wir 34n voraussetzen, kann nur ,=5 sein. Dann ergibt (6) wegen 


p= 31 = 3 (mod 4) einen Widerspruch). Die Annahme (5) hat zu einem Widerspruch 
geführt; wir können also die zweite Bedingung von (3) in der schärferen Gestalt 


(12) 2h>r—226 
schreiben und haben somit gezeigt: 

(13) Wenn 34 n,itn=pPW%4-:-q; nicht vollkommen. 

Wir nehmen jetzt an, die unge:ade Zahl n=p" "4 -:--g, sei vollkommen, 
und es sei außerdem 3|n. Weil + 3 sein muß!?), brauchen wir nur die beiden Fälle 


(14) (A)n=p3rg--; Ban=PgQ32g--- 


zu betrachten. Aus (1) geht hervor, daß von dem Produkt „N ü+g+ g;) im Falle 


(14) (A) höchstens 2ß, Faktoren und im Falle (14) (B) höchstens 2 Faktoren durch 3 
teilbar sein dürfen. Das bedeutet aber, daß von den Primzahlen q, (e = 2,...,r) höch- 


stens 28, bzw. 2 der Restklasse 1 (mod 3) angehören können. „N (1+q,+g) kann 
daher nach I, (1) höchstens die Primteiler 3, ?, 93, 93, - - -; @g5,+1 bZW- 3, P, 91; 93, 9, ent- 
halten. Aus (14) ersehen wir, daß ferner die Anzahl der Faktoren von II 1+g+ g.); 
die dureh mindestens eine der Primzahlen g,, 93, - - -, @35,+1 bZW. 91, 93, 9, teilbar sind, 
kleiner oder gleich 2-2, bzw. 28, + 2-2 ist. Weil IM (1+9q,+g) genau r—1 Fak- 
toren besitzt, folgt daraus nach III, (41) für. die Kakden Fälle 

(15) (A) r—-1<s2. 2A, +1;r s4ß +2. 

(B) r—1s2A, +22 +1;r s2ß, +6. 

Für 28, = 6 nehmen (14) und (15) die folgende Gestalt an: 

(16) A)n=- Pig; Bn=P3g--G; 

(17) (A) r s14; (B)r s212. 
Im Fall (A) ergibt sich zunächst wegen (1) 
(18) 1+3+3°2+:.-+ 36 = 1093| 


Unter Berücksichtigung von (17) (A) zeigt die Abschätzung) 


19 3 1093 29 31 37 41 43 47 53 9 61 67 71 73 9_9 
(19) 230502 KBW U RT" 
13) Vgl.a.a.O.!), Einleitung. 
—_— 1 _ o(m 
14) Fürn — ]] »*%; o(n) = u —— 1 folgt nämlich JJ en S- : </JI - 





Kanold, Sätze über Kreisteilungspolynome und Anwendungen. II. 


daß mindestens eine der Primzahlen 
(20) 6, 7,11, 13, 17, 19, 23 


Teiler von n sein muß. Weil 1093 eine Primzahl der Restklasse 1 (mod 3) ist, folgt aus 
(1), (16) (A), (18) und I, (1), daß 


(21) p=1 (mod 3) 
sein muß. Wir beachten wieder die Bedingung?) p = 1 (mod 4) und folgern mit Hilfe 
von (16) (A), (1) und (21): 
(22) Aus 5|n ergibt sich 145 +52 =31|n; 1+31+ 31? = 3-331|n; 
1 + 331 + 3312 = 0 (mod 7), also 3-5-7|n und damit on >2. 
(23) Aus 7|n folgt 1+7 +2 =3-19n; 1+19+19%2=3-127|n; 
1+127+12%2—=3-5419|n; 1-+ 5419 + 5419 = 0 (mod 31), 
d.h. 31|n; genau so wie bei (22) ist dann auch 331|». Nach (18) ist 
noch 1093|n. Wir wissen also bisher, daß 
n = p* 36 . 7°. 19% - 1272 - 54192 - 312-3312 -&--- 2 
und 1093|n sein muß. Wäre g, = 1093, so hätte dies nach (1) den Wider- 
spruch 3°|n zur Folge. Ist p = 109, so ist r i 1-50 (Primzahl), und 
1 + 547 + 547? = 0) (mod 3) liefert ebenfalls den Widerspruch 3°|n. 
(24) Aus 11|n folgt 1+ 11 + 11? = 7-19|n und nach (23) ein Widerspruch. 


(25) Aus 19|n ergibt sich 1 + 19 + 19? = 3-.127|n; 1+ 127 + 127? = 53-5419] n; 
nach (23) und (22) folgt mit 7|» ein Widerspiuch. 
Aus 23|n ergibt sich mit 1 + 23 + 23? = 7. 79|n auf Grund von (23) ein Wider- 
spruch. 


Es sei 13|n. p = 13 ergibt wegen Br} = 7|n nach (23) einen Widerspruch. 


Wir können also g, = 13 annehmen und schließen: 1+13 + 13? = 3. 61|n; 
p = 61 liefert ? x gem 31|n; das führt nach (22) zu dem Widerspruch 7| n. 


Alsogilt 1+ 61 + 61? = 3.13. 97|n. p = 97 liefert e 2: = 7?|n. Daher muß 
1+ 97 + 97? = 3.3169] n sein. p = 3169 liefert mit 5| » nach (22) einen Wider- 
spruch. Wir erhalten 1 + 3169 + 3169? = 3- 3348577 |n. (3348577 ist Primzahl 
nach der Faktortafel von Lehmer.) Weil auf Grund von (18) auch noch 
1093| n, zeigt wegen (17) (A) die Abschätzung 

3 13 61 97 3169 3348577 1093 37 41 43 47 53 59 67 


- 


[pi 
<® 


2'12'60 96 3168 3348576 1092 36 w 2 16 52 58 6 
daß n außer den bisher feststehenden Primteilern noch einen weiteren, der 
s31 ist, enthalten muß. Da die ungerade Zahl n bereits die Primteiler 3 und 
13 enthält, kommen wegen (22) bis (26) für diesen Primteiler nur die Zahlen 
17, 29 und 31 in Frage. 31|n führt nach (22) zu 7|n und daher nach (23) 
zum Widerspruch. 29|n ergibt wegen (21) 1+ 29 + 29 = 13-67|n, und 
1 + 67 + 67? = 3-72 - 31|n liefert mit Hilfe von (23) einen Widerspruch. Wir 
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können deshalb n = p* 36 - 13? 61? 972. 31692 -q%- - - 2 und 17: 1093. 3348577 |n 
annehmen. Nach (21) muß 1+17+17?=307|n sein. Da 307 = 3 (mod 4), 
muß auch 1 + 307 + 307? =3-43-733|n gelten. Das liefert aber, daß n min- 
destens 9 verschiedene Primteiler der Restklasse 1 (mod 3) besitzen und 
nach (1) also 3°|n sein müßte. 

Aus 17|n folgt, wie soeben gezeigt wurde, 307-43- 733|n. Weil 733=11 (mod 19) 


ist und sich mit 1 + 733 + 733?=0 (mod 19) nach (25) ein Widerspruch her- 
p+1 


leiten läßt, muß p = 733 und ——— = 367|n sein. 1+ 43 + 432 = 3-631|n 
und (18) gestatten uns, n in der Gestalt 

n = 733° - 36 . 172 - 3072 - 432 - 3672 - 6312 - 1093 &---; 
zu schieiben. Die Abschätzung (17) (A) und 

733 3 17 307 43 367 631 1093 29 31 37 41 47 53 59 9 


732216 306 42'366 630 10922830 36 40 46 52 58 
zeigt, daß n außer 3 und 17 noch einen Primteiler < 23 enthalten muß. 
Damit ergibt sich wegen (22) bis (27) ein Widerspruch. 
Fassen wir zusammen, so besagen (16) (A), (20) und (22) bis (28): 
(29) Die ungerade Zahl n = pP" 3% 4 :---q£ kann nicht vollkommen sein. 
Im Fall (16) (B) folgt aus (1), daß 
(30) 1+3+3=13|n 
sein muß. Mit Hilfe von (17) (B) zeigt die Abschätzung 
(31) 13 13 31 37 41 43 47 53 59 61 67 71 
daß n mindestens eine der Primzahlen 
(32) b, 7, 11, 17, 19, 23, 29 


als Teiler enthalten muß. 


(33) Es sei 5jn. Nach (1) liefert 9 =5 einen Widerspruch, da wegen I, (1) 
Sl nt+t +) und5+(1+g,+g) gilt. gg =5 und (30) er- 


( 


geben entweder 9= 13, und daher mit 3-5- 7|n wegen un >2 einen Wider- 


spruch, oder 1+ 13 + 13°? =3-61|n. Nun ergibt p =61 mit +! = 31|n, 
1+31+ 31? =3 -331|n und 1+ 331 + 331? = 0 (mod 3) den Widerspruch 
3|n. Wir können daher n = p*:56.32.132-612-g3---qg; schreiben und 
erhalten 1+61+ 61? =3:13:97|n. q, = 97 hat 3°|n und p = 97 hat 7|n 
zur Folge. q, =5 ist somit als unmöglich erwiesen, und wir brauchen nur 
noch zu betrachten, daß 1 +5 -+ 5? =31]rist. Mit Hilfe von (30) sehen wir, 
daß 32.5? -13-31|n sein muß. Weil » = 13 den Widerspruch 3-5-7 |n nach 
sich zieht, gilt auch 13?|n. Dann führt aber die Abschätzung 
m, DB U2OM 8. 
n => 12 31 975 

zu einem Widerspruch. 

(34) Es sei 7n. 9 =7 ist wegen) p=1 (mod 4) unmöglich. q, = 7 liefert 
1+7+7+...4+7%=29:.4733|n. p=29 führt zu 3-5-7|n. Deshalb 


15) Vgl.a.a. 0.13). 





977 In 


Id 4), 


min- E 


‚ und 


d 19) 
her- 
3l!n 


Kanold, Sätze über Kreisteilungspolynome und Anwendungen. II. 139 


erhalten wir 1+ 29 + 29 =13 67|n. Weil 67=3 (mod 4), ist ebenfalls 
1+ 67 + 672? =3-72.31|n. Daraus können wir 1+ 31 + 31? =3-331|n und 
aus 1+ 331 + 331?= 0 (mod 3) den Widerspruch 3®|n herleiten. q, = 7 
liefert 1+7+72=3:-19|n. Unter Berücksichtigung von (30) erhalten 
wrn=p'g-3-7°-g...g, und 13-19|n. q, =13 führt auf Grund von 

= 1 (mod 4) zu1l+19+19 =3 -127|n und 1+ 127 + 1272 = 3.5419] n 
1. h. zu dem Widerspruch 3|n. q, =13 liefert 1+13 + 13? = 3-61|n. 
Weil »=1 (mod 4) und genau 3?|n gilt, muß 


n =61*:-1%-32.72.1%2----g, 


sein. Daraus ergibt sich aber mit? +! -=31ljnund 1+31 ge 31? = 0 (mod 3) 
der Widerspruch 3|n. p=13, also n=1°’9:-3%-7°-g---g% und 
19|n führt zu den beiden Fällen q, =19 oder qg, =19. Der erste Fall ergibt 
1+19+ 19 =3:127|n und g, = 127, weil sonst 3|n wäre. Nun zeigen 
127 =—2 (mod 43) und 1-2 +4—8+16--32+64=43, daß-43| n sein 
muß. Das führt aber zu 3?|n. Es bleibt noch der Fall 


n=1#-19-.-3.-2-d...@ 


n)_ 7-19 3.19 18 3.127 “ 1 
übrig. 11|n ergibt °") >; a = 25 > > 2.Aus?7 =1T; 


1+3 +32 =13 und 147 +7 =3.19 folgt. zu (1) und I, (1), daß 
IT (L+9,+42) nur durch 13°-! .19.3- 7.g? teilbar sein kann. Dabei muß 
o=4 2 


jeder Faktor von m (1+4,+ g) auf Grund von 1+3+ 32 = 13, III (30), 
o=4 


III (32), III (34) und III (40) durch mindestens eine der Primzahlen 7, 19, q, 
teilbar sein. Das bedeutet r—3 s8, also r s1l. Die Abschätzung 
19 13. 3.19 197 199 211 223 227 229 233 239 
'18°9° @ 196 198 210 222226 228 232° 238 
19 13 3.19 197 198 210 : i 214 215 - 690365 2 
9 106° 1070 ee Be —< 
zeigt, daß eine der Primzahlen g,,...,q, kleiner oder gleich 193 sein muß. 
Setzt man für q, bzw.g, alle Primzahlen von 17 bis 193 ein, so ergibt sich 
jedesmal ein Widerspruch. 


Es sei 11|n. g, =11 ergibt nach (16) (B) und (1) 1+11+ 11? =7-19|n 
Dieser Fall ist mit (34) erledigt. p =11 ist wegen®) p=1 (mod 4) aus- 
geschlossen. q, = 11 und (30) ergeben entweder p = 13 und damit ? 2 m Tin 
oder 1+ 13 + 132 =3.61|n. p =61 führt zu 31-331|» und damit zu 3?|n. 
94 = 6l liefert 1+ 61 + 61? = 3-13-97|n. p = 97 zieht den Fall (34) und 
1+ 97 + 972 = 0 (mod 3) den Widerspruch 3?|n nach sich. 


Es sei 17|n. p =17 liefert einen Widerspruch nach (1), weil aus I, (1) 
174 (l+q+:''+g) und 174(1+q,+ @) folgt. q, = 17 liefert mit (30) 
und 9 + 13 (weil sonst 7|n) n =p* - 176. 32.132. g7..-g. Aus 

1+13 + 132 =3-61|n 


erhalten wir die beiden Möglichkeiten 9 = 61und q, =61. p =61 ergibt 31|n 

und mit 1 + 31 + 31? =3-331|n und 1+ 331 + 331? = 0 (mod 3) den Wider- 

spruch 3#|n. q, =61 führt zu 1+61+612 =3-13-97|n. p = 97 ergibt 
18* 
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7|n und q, = 97 wieder 3#|n. q; =17 besagt 1+ 17 + 172 = 307|n. Wir 
unterscheiden auf Grund von (30) und p # 13 die beiden Fälle g, = 13 und 
94 = 13. Beachten wir die Bedingung p = 1 (mod 4), so liefert q, =13 für 
n = p* + 136. 32. 172-3072 -3--- und 1 + 307 + 307? = 3-43. 733|n. Weil 
43 = 3 (mod 4), folgt daraus 1+ 43 + 43? =3-631|n. Nun muß eine der 
beiden Primzahlen 733, 631 genau in der zweiten Potenz in n enthalten sein. 
Damit ergibt sich aber 3?|n. q, =13 besagt, daß 


n=p:%:32-172-13°- G--% 


und 307 -61|n. q, = 307 ergibt wegen 61-43-733|n sofort 3?|n. q, = 307 
liefert entweder 9 = 61 und damit 31|n; 331|n; 3?|n oder g, =61 und daraus 
97|n, d.h. 7|n oder 3#|n. p =307 = 3 (mod 4) ist unmöglich. 





(37) Es sei 19|n. Wir brauchen wegen 19 = 3 (mod 4) nur die beiden Möglich- 
keiten q, =19 und g, =19 zu untersuchen. g, =19 ergibt mit (30) und 
p=#+ 13: 
n = p*:19% 32.132 -g7---g} und 6l|n. 


p = 61 führt wieder zu 31|n; 331|n; 3°|n. q, = 61 liefert 97|n, also 7|n oder 
3’|n. g3 = 19 ergibt mit (30) und 1+ 19 + 19 =3- 127: 

n =p‘-q:3°-19%-g7- --q; und 13:127|n. 
p=127=3 (mod 4) ist unmöglich. qg, =127 =1 (mod ?7) führt zu 7/|n. 
Daher muß 1+ 127 + 127? = 3. 5419|n sein. Nun darf keine der beiden Prim- 
zahlen 13, 5419 genau in der zweiten Potenz in n enthalten sein, da sonst 
3|n folgen würde. "Weil 5419 = 3 (mod 4) ist, mußg, = 5419sein. Das liefert 
den Widerspruch 2 = 13; 7|n. 

(38) Es sei 23|n. Wegen 23=3 (mod 4) und 1-+ 23 + 23° =7.79 können 
wir q, =23 annehmen. Dann folgt aus (30) wieder 61|n und entweder 
3ljn; 331|n; 3|n oder 97|n, was 7|n bzw. 3?|n nach sich zieht. 

(39) Es sei 29|n. p = 29 ergibt 5|n (vgl. (33)). 9, =29 = 1 (mod 7) ergibt 7|n 
(vel. (34)). g3 = 29 liefeıt 1 + 29+ 29° = 13-67|n. Weil 67 = 3 (mod 4) und 
1 + 67 + 672 = 3.7? 31, können wir q, = 67 und daher g, = 13 annehmen. 
1+13 + 13° =3-61|n zieht wieder wie bei (38) in jedem Fall einen Wider- 
spruch nach sich. 

Fassen wir zusammen, so besagen (16) (B) und (32) bis (39): 

(40) Die ungerade Zahln =p* 3-4 °g::-g, kann nicht vollkommen sein. 

Damit folgt jetzt aus (13), (14), (29) und (40) das Ergebnis: 

‘(41) Die ungerade Zahln =P % 9%: ist nicht vollkommen. 

Wir wollen nun zeigen, daß auch 

(42) n=PHRB'd 

nicht vollkommen sein kann. Nach einem früheren Ergebnis'®) gilt 3|n, und zwar q, =3, 
so daß wir annehmen können: 


(3) n=pP-39-,5:--g, femer 1+3+3°2=13|n und 1+ 38 + 3=757|n. 


16) Vgl.a.a.0.!), III, (1). 
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Jetzt beweisen wir zunächst: 


>2. 


(44) Aus 7|n folgt m 
Beachten wir nämlich, daß p = 1 (mod 4) sein muß, so können wir aus 9 = 7 und (43) 
schließen: 1+ 7 + ?=3-19/n; 1+19-H 19% =3-127|n; 1+ 127 + 1272= 3-5419]n; 
1 + 5419 + 54192? = 0 (mod 31), d.h. 31|r und endlich 
o(n) 13-757 3.19 14 3-127 3-331 __ „31822009 " 
n Tree ae Fo 
Auf Grund von (43) und (44) können wir 9 =13 setzen und bekommen so 
1+13+ 132 = 3-61|n. p=6l ergibt 31|n und 


1+31+ 31°? =3.331|n; 1 + 331 + 3312 = 0 (mod 7), also 7|n. 
97 +1 


Daher können wir 9 =61 und 1+61+ 61? =3-13-97|n, ferner wegen —— = 


- 


72 
auch q, = 97 voraussetzen und erhalten n in der Gestalt 


(45) n =p* 3 - 132. 612-972 -- und 1-+ 97 + 972 = 3.3169]. 


p =3169 zieht ? > - =5-317|n und wegen 317=2 (mod 7), also 1+ 317 + 3172 = 0 (mod 7), 
wieder 7|n nach sich. Es muß somit g, = 3169 und 1 + 3169 + 3169? = 3.3348577 n 
sein (vgl. (27)). Unterscheiden wir jetzt auf Grund von (43) die beiden Fälle q, = 757; 
» = 757 und nehmen wir zunächst q, = 757 an, so ergibt sich 


1+ 757 + 572 = 3.13. 14713] n. 
p = 14713 liefert Bi} „$. 1051|n. Weil 14713=7 (mod 19), erhält man aus 


> 
. 


%=14713, daß 19|n; 1+19+19% =3-127|n; 1+127+ 1272 =3-5419|n und 
schließlich 31-331- 7|n ist. Es bleibt daher nur noch der Fall 


p = 757, P+1 — 379|n und 1 -+ 379 + 3792 = 3- 61- 787m 


übrig. Fassen wir die bisherigen Ergebnisse zusammen, so sehen wir, daß 

(46) n =: 757° 38 - 13% . 612 - 972 - 31692 - 33485772 - 3792 - 7872-5 -q; 
sein muß. Nach (46) und (1) folgt 1 + 787 + 7872= 3.372. 151|n und daraus sogleich 
der Widerspruch 3°|n. Damit ist bewiesen: 

(47) n=pPHBG.::% ist nicht vollkommen. 

Aus (41), (47) und früheren Ergebnissen”) folgt der 

(48) Satz. Die ungerade Zahl n=p "g---g, kann nicht vollkommen sein, 
wenn 2P, < 10 ist. 

Durch eine einfache Rechnung können wir zeigen: 

(49) n = p* 30 .g3...q} ist nicht vollkommen. 

Denn nach (1) wäre sonst 1+ 3 -+ - + 310 23.3851|n; wegen p = 1 (mod 4)) 


wäre ferner 1+23 + 23°? =7-79|n und 1+79+ 79% =3-72.43|n, d.h. 7|n. 
Weil 7=3 (mod 4), also p + 7, folgt aus 7?|n sogleich ein Widerspruch. 


17) Vgl. R. Steuerwald, Verschärfung einer notwendigen Bedingung für die Existenz einer ungeraden 
vollkommenen Zahl. S.-B. bayer. Akad. Wiss. math.-naturwiss. Kl. 1937, S. 69—72; vgl. ferner a. a. O.°). 
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(50) Hiltssatz. n = p* 3°Pı Pr... g?Pr sei eine ungerade vollkommene Zahl. Dann 
folgt aus p(1+3 ++ 3%), daß p=1 (mod 3) sein muß. 

Beweis. Aus pl(1+3+ + 3°%) folgt nach dem Reziprozitätsgesetz der 
quadratischen Reste, daß p = + 1 (mod 12) sein muß. Wegen p = 1 (mod 4)%5) ergibt 
sich p=1 (mod 3). 

(51) Satz. n = p* #Pıg3---q£ sei eine ungerade vollkommene Zahl. Dann ist die 
Anzahl der Faktoren von n gleich 


“+2 h+2r—-D>23-2A+1+2#—-y-)2 3-2 +12 37 
und die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren von n gleich 
r+122A+2—-y23(2A+3)2 10, 
wenn genau (1 +P®+p! ++ p’7!); y ist hierbei eine nichtnegative ganze Zahl. 
Schließlich ist 
n> 13° . 312.52. 112. 17% . 192 . 232 . 292 . 312 - 612> 10%. 

Beweis. Zuerst zeigen wir, daß p = 1 (mod 3) sein muß. p= 2 (mod 3) ergibt 
nämlich nach I, (1) und (1), daß p(1+3+--+ 3°%) sein muß, was nach (50) zum 
Widerspruch führt. Aus p=1 (mod 3), also 3 4 BER. folgt nach (1) 


2 


(52) Pte +RH HP) AH rt). 


Aus 
(53) _RrtPp4+ 44 


ergibt sich auf Grund früherer Überlegungen), daß 1 +9? -+ --- + p*=! mindestens 
2y verschiedene Primteiler der Restklasse 1 (mod 3) besitzt. Das bedeutet nach der 
Voraussetzung und nach (52) 


(54) 2y Sr—1; 39 S2ß.. 
Für x folgt nach I, (1) und (53)18) 
(55) o>2-#°—1; 
aus (52) und (53) erhalten wir andererseits 
(56) r— 12 2, —y. 
Mit Berücksichtigung von (48) und (49) liefern (54), (55) und (56) 


(57) “+2, +2(r-1)22.#°—1+ 2, +2(28,—Y) 
=5:.24, +1+2(9—-y—1)>23:.29, +12 37. 
Aus (54) und (56) folgt, wieder mit (48) und (49) 


58) r +12 2A +2—-y22+2—424, =3(2A, +3)23(2+3)=10. 

Um n abzuschätzen, beachten wir, daß p = 1 (mod 3) und p = 1 (mod 4) sein muß, 
d.h.» 13, ferner, daß 3-5- 7|n zu dem Widerspruch on > 2 führt, daß die Anzahl der 
Faktoren > 37 und die Anzahl der verschiedenen Primteiler > 10 sein muß, schließlich, 


18) Vgl.a.a. O.!!), insbesondere Beweis von (1). 
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daß jede ungerade vollkommene Zahl mindestens einen Primteiler > 61 enthalten muß"). 
Aus allem folgt 
(59) n > 139 . 312 . 52 . 112 - 172 - 192 . 232 . 292. 312 - 612 > 10%. 


(60) Satz. Soll die ungerade Zahln =p  %”:g g3:--g; vollkommen sein, so muß 


gelten: 
g, =3; 2f, 2 12; r2> 13 und n> 10%. 


Beweis. Nach (4) muß 3|n sein. Istq, = 3, so folgt nach (48) und (49), daß 28, z 12 
sein muß. (51) ergibt n> 10% und wegen x =1,d.h.y =(, die Abschätzung 


r+12>2ß, +22 14, also r 2 13. 
Zum Beweis von (60) müssen wir daher nur noch zeigen: 


(61) n=p'q@°-32.9...g kann nicht vollkommen sein. 


Aus (1) und (61) ergibt sich 


b) 1 2 r 9 


E+3 
2 


eine=1 (mod 3), also z. B. höchstens g,=1 (mod 3). Das Produkt 13 - I 1+g,+ g;) 
e=3 


Ist p=2 (mod 3), so ist 3 und von den Primzahlen g,,...,q, höchstens 


kann dann nach I, (1) höchstens die verschiedenen Primteiler q,, 3 und g, besitzen und 
nach III, (41) muß r <4 sein. Das liefert aber einen Widerspruch gegen die Tatsache, 
daß n mindestens 6 verschiedene Primteiler enthalten muß). Daher ist 


(63) p=1 (modB). 
Jetzt kann nach I, (1) das Produkt 13- Mi (1+g,+ %) höchstens die verschie- 
0= 


denen Primteiler 9, q,, 3, q, und q, besitzen, da von den Primzahlen g,, .. ., q, höchstens 
zwei, also z. B.g, und g, der Restklasse 1 (mod 3) angehören können. Nach III, (41) 
ergibt sich daraus 
(64) ‚7. 
Die Abschätzung?) 
13 13 17 19 23 29 31 61 68850 419339 


(65) 38131618 2 58976230400 


32'173 1618 2383060 <2 


zeigt, daß n eine der Primzahlen 5, 7, 11 als Teiler enthalten muß. 

(66) Es sei 5jn. Nach (63) ist +5. q, =5 ergibt nach (62) und I, (1), daß 
5° e5- sein muß. Aus (62) folgt dann 132|n; 1+13 + 132=3-61|n; 
1+61+612=3-13-97|n und mit 1-+ 97 + 9%=3.3169|n der Wider- 
spruch 3?|n. q, =5 ergibt nach (62): 32-5°-31-13|n. p = 13 liefert mit 
3-5-7|n, daß en > 2. Wir können also annehmen, daß mindestens 13?|n, 


ferner, weil 31 = 3 (mod 4)*!), auch mindestens 31?|n sein muß und erhalten 
o(n) 13 31 3-61 3-331 20191 P 


n ge 52° 198 318 100% 
19) Vgl.a.a.O.!!), insbesondere (6). 
20) Vgl.a.a. O.!!), insbesondere den Schluß. 
21) Vgl.a.a. 0,23). 
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(67) Es sei 11|n. Nach (63) ist 9 # 11. Genau 11?|» ergibt nach (62), daß 7 - 19|n 
sein muß. Da ferner nach (62) 3? - 13|n, folgt 


o(n) 13 14 8 12 20 1920 


Er ETTET RM?" 
Wir können daher qg, =11 annehmen und nach (62) 13|n. p =13 führt 
zu 32 72.11? .13-192]n und damit zu m >2. 9g=13 ergibt 3-61|n. 
p=6l, also n =61 - 11?Pı - 32.132... g2 liefert mit 2 = 31/n; 3-331|n 
und 1+ 331 + 3312= 3- 7.5233|n den Widerspruch 3%|n. q, = 61 führt zu 
3-13-97|n; g, =97 eıgibt 3|n; p = 97 ergibt 72|n und mit 1+7+ 7?=3.19 
wieder 3?|n. 
Um zu zeigen, daß auch der letzte Fall 
(68) In 
nicht möglich ist, bedarf es einer längeren Untersuchung, die in mehreren Schritten 
jetzt durchgeführt werden soll. 


Da 7 = 3 (mod 4), ist p + 7°). Nach (62) ist 13|n. q,= 13 liefert 
n=p: 13° .32.72.9---gund1+7+72=3.19|n; . 


ferner 1+ 19 + 19% = 3. 127|n. 127 = 3 (mod 4)*!) führt zu 3- 5419|», also zu 3%|n. Wir 
können deshalb im folgenden voraussetzen: 


(68. 1) 4, + 13. 
49, = 2 (mod 3) ergibt nach (62) und (68), mit Beachtung von p=1 (mod 4), 3 - 19|; 
3-127|n; 3 - 5419]n, d.h. 3%|n. Wir können also weiterhin voraussetzen: 


(68. 2) =1 (mod). 


Daraus folgt IH ++: + =2ß, +1 (mod 3). 2%, +1=0 (mod 3) 
ist ausgeschlossen ??). Aus (62) und (63) folgt deshalb 


. 
I U+9+9) 





ee Hat + HER) 13-00 —— = 1 (mod 3), 
I +g+9 
Weil = ==" 59 —=1 (mod 3), folgt weiter 2%, + 1=1 (mod 3), d.h. 
(68. 3) 2, =0 (mod 3). 
Nach (48) gilt 2%, > 10, also mit (68. 3) 
(68. 4) 2ß, > 12. 


Nach (64) istr S7. Nehmen wirr = 7an, so folgt nach I, (1) und III, (41) aus (62): 


13 ad +, tw) Sr HI Heu —m=llmdd); 0 SE< 2A; 
+1 2 E92 2.2 
P MA+Ht HEN) SAHERE G=R=m=2 (mod), 
Aus der ersten dieser Gleichungen ergibt sich wegen (68. 1), daß g, mit 3 so s7 
so existieren muß, daß nach III, (26) und III, (27) gilt: Entweder 1+q, + er —=q, oder 
—3:q, oder =3:g. Dadurch ist q, = 7 ausgeschlossen, und wir können nach (68) 


22) Vgl.a.a.O.!), insbesondere Ill, (1). 
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g=1, 14 7472 =3-19n annehmen. Aus (68.1) und der ersten Gleichung folgt 


ferner, daß entweder p oder g, gleich 13 sein muß. p =13 führt zu ? < =g 


und somit nach dem obigen zum Widerspruch. q, =13 führt zu q, = 19;p =6l. 


+1 & R ’ 2 R . 
PT —=31 ergibt dann einen Widerspruch. Die Annahme r =7 hat also nur zu 


Widerspiüchen geführt. Weil 5 sr <s6 gelten muß®), können wir setzen: 

(68. 5) r=d.oder r =6. 

Wir unterscheiden jetzt auf Grund von 7-13|n; 9 #7; q, # 13 die vier noch mög- 
lichen Fälle 

(A) n=B- Th. 32.8. (B)n =p- 7.32.13. 4---; 

CO) n=1B3- HH 2-2. (Dn=p- Mr-32.72-.13°-.---g. 

u A 13 14 37 41 43 61 

Die Abschätzung nis 58 
daß n außer 3, 7 und 13 noch mindestens einen Primteiler <31 enthalten muß. Da 5 
und 11 wegen (66) und (67) ausscheiden, können wir annehmen, daß n mindestens 
eine der Primzahlen 17, 19, 23, 29, 31 als Teiler enthält. 17|n ergibt einen Widerspruch 
auf Grund fıüherer Überlegungen). 19 n liefert 3- 127|n; 3-5419|n und schließlich mit 
3/1 + 5419 + 5419|n den Widerspruch 3%|n. 23|n ergibt wegen TI. (1), daß 


re < 2 liefert im Falle (A) die Bedingung '®), 


23(1+7+72+- + 7Pı), d.h. (5) = + 1; wegen 233 = 3 = ] (mod 7) gilt aber 
. 

() —= +1. Nach dem Reziprozitätsgesetz folgt daraus ein Widerspruch. 29» führt 
‘ “ ı 

zu 1429 + 29 = 13-.67/n; 1+ 67 + 67? = 3-72-31|n; 1 + 31 + 312 = 3-331j% und 


} 


endlich mit 1+ 331 + 331? =3- 17-5233 zu 5%|n. 31|n hat zur Folge 3-331|n; 3-7.5253|n; 
1 + 5253 + 5233? = 0 (mod 3), d.h. wieder 3'n. Damit ist Fall (A) als unmöglich 
I j | i 
erwiesen. 
Im Falle (B) gilt 1413 + 13? = 3-61|n. p = 6l liefert 31|n; 3-33 11n; 3-7-5233|n 
fe) T 1 | 1 |”; |" 
und damit 3° n. q, = 61 liefert 3-13. 97|n. Es muß p = 97 sein, weil sonst wieder 3° n 


r f D) > ,. r 6) mb 
wäre. Aus (62) agibt sich 7 (1+q,+ | 7%7?.61. Weil 1+9,+€& = 7 nach 
0o=5 e Ren . e 
III, (27) für eine ungerade Primzahl gq, und eine ganze Zahl A unmöglich ist, folgt 
r 5. Mit Hilfe von (66) und (67) zeigt die Abschätzung 
7 13 3-61 3-13-97 17 „581 5 
yet ee ar 


die Unmöglichkeit von Fall (B). 
Im Falle (C) ist 1+7 +72 =3-19|n. q, =19 führt nach (62) zu 


r 
19A1.3.7. 7 =(1+19+ +19. TA+g,+g)- 
0-14 o-4 . ® 
Das bedeutet wegen (68. 4): 
191 TAI +g). 
0-4 ö 

Nach (68.5) muß für mindestens ein g mit 4 So S6 gelten: 1%|(1+q,+g;). Weil 
1+q,+g 19% oder 3-19 nach III, (26) und III, (27) unmöglich ist, können wir 
2, >1+q4,+G%2 7:19; q,> 650 annehmen. Die Abschätzung 

14 19 13 3-19 651 47 58 __ „ 27876781 


— << 
27 986 400 


ausm 4. ante 6 mn om 6 a 
13 18 3 1 650 46 52 


= 


zeigt, daß n außer 3, 7, 13, 19 noch eine weitere Primzahl < 43 enthalten muß, die wir 


23) Vgl.a.a. 0.9). 
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wegen (66) und (67) als von 5 und 11 verschieden annehmen können. 17|n führt zum 
Widerspruch nach früheren Untersuchungen), nach denen 17 4 (1 +19-+ +++ 19%) 
ist. 23]n liefert mit 1+23 + 23? = 7: 79|n und 1+ 79479 = 3-.7°-43|n den Wider- 
spruch ® n. 29)» ergibt mit 13-67|n den Widerspruch 13?|n. 31|n:; 37|n; 43]n führen 
je zu #n. 41n liefert 1723/jn; weil 19+ (1 + 1723 + 17232), muß nach dem obigen 
191 (1 +4 + &) sein, d.h.g,> 19%. Die Abschätzung 

o(n) 14 19 13 3- 19 41 


1 
n 382° = 901 


ergibt dann den Widerspruch. q, = 19 ergibt 3-127/n und q, = 127, weil sonst 3° n 
wäre. Aus (62) folgt 


r IR r 0) 
127?%4=1.7.9- 7, = (1+127 + 1272 +..-+127% TI +g+g). 
o 5 jr o 3 = . 


Das bedeutet 127?°.1 m (1+4,+g)7-19-127°%1. Auf Grund von (66) und (67) 


können wir q,>11l annehmen für 0e>d. i+gq+ > 1+11+11?=7-19 
besagt, daß 1+q, + g; = () (mod 127) sein muß für o> 5. Wir können deshalb 9, > 107 


und q,> 146 annehmen?) und durch 
o(n) _ 14 127 13 3-19 3.127 107 147 
an TB 163° = 1 106146 
die Unmöglichkeit von (C) herleiten. 
Im Falle (D) ist 3-19/n; 3-61|n. Es muß , =. -=g,=2 (mod 3) sein, weil 


‘ ” 7 . » . +1 . . 
sonst 3|n wäre. Wegen 19 = 3 (mod 4) muß g, = 19 und p = 61 sein. ?, = 31 eigiht 


dann den Widerspruch. Damit ist auch der Fall (D) als unmöglich erwiesen. 

Die Annahme (68) hat zu lauter Widersprüchen geführt. Daraus folgt in Ver- 
bindung mit (65), (66) und (67) die Richtigkeit von (61). Der Beweis von (60) ist 
hiermit vollständig gegeben. 


24) Vgl. III, (36). 


Eingegangen 25. September 1946. 
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Ein Vergleichskriterium für Ausdrücke 


in Booleschen Verbänden und einige Anwendungen. 


Von Hermann Wendelin in Graz. 


In der folgenden Mitteilung soll auf ein Kriterium hingewiesen werden, das ver- 
schiedenen Untersuchungen in Booleschen Vollverbänden (kurz: B-Vollverbänden)!) 
zustatten kommt und im wesentlichen auf einen Gedanken zurückgeht, den ich in einer 
anderen Arbeit?) entwickelt habe. 

Dem Vergleichskriterium schicke ich zwei Erklärungen voraus. 

Definition 1. Bedeutet V,. eine beliebige (nicht leere) Teilmenge des gegebenen 
B-Vollverbandes V': 

V; 
wird ferner unter %. die Menge aller auf € erklärten eindeutigen Funktionen f(y) mit 
dem Wertebereich {0, 1} verstanden, sowie 
ce, für f(y ; 
SW) v il 
lc, für f(y) 0 
gesetzt?), so laute das distributive Gesetz: 
(D*) ne,va)= u nn.” 
yet a See yec ' 
Definition 2. Die in Formel (D*) rechts stehenden Ausdrücke N ce mögen kurz 
yet 
mit X, bezeichnet werden und Konstituenten über V. heißen. Mit K, werde die Gesamt- 
heit der Konstituenten über V’. bezeichnet. K‘. heiße das vollständige Konstituentensystem 
über Ve. 

Das Vergleichskriterium lautet dann: 

Kriterium. Gilt in einem B-Vollverband das distributive Gesetz (D*) und bedeuten ® 
und Y zwei nur aus Elementen von V „ mit Hilfe von Vereinigungs-, Durchschnitts- und Kom- 


1) Ein B-Verband heiße B-Vollverband, wenn Vereinigung und Durchschnitt beliebig vieler seiner 
Elemente ihm wieder angehören. 
2) H. Wendelin, Untersuchungen zur Mengenalgebra, Journ. f. reine u. angew. Math. 188 (1950), 78— 99. 
3) a bedeute das Komplement von @ bezüglich des (in B-Vollverbänden stets vorhandenen, vollen 
Elementes e. 
') Mit ab bzw. U a, werden Vereinigungen, mit a b oder abbzw. N a, Durchschnitte bezeichnet. 
red ned 


10* 
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plementbildung aufgebaute Ausdrücke (kurz B-Ausdrücke über V .), so gült®): 
(K) Die Aussage 
DW 
ist gleichwertig mit der Aussage 
K,D_K,P für alle K, aus K.. 


Beweis. Daß aus der ersten Aussage die zweite folgt, ist unmittelbar klar. Daß 
aber auch die Umkehrung gilt, ergibt sich unter Beachtung des in B-Vollverbänden 
gültigen distributiven Gesetzes 


c Ua Uca 
x x 


sed xeA 
folgendermaßen: 
Aus K,DP.K,P für alle X, folgt 
UK, Di U KP 
Se de Se de 
und hieraus 
( U K,)® ( U K,)W. 
Se de Se dc 
Da überdies stets 


U K,-e, dBle und Ye 


Jede 
gilt, folgt schließlich ®LY. 
Aus (K) ergibt sich fast unmittelbar: 
Satz 1 (Verallgemeinertes Distributivgesetz). Gilt in einem B-Vollverband das 
distributive Gesetz (D*), so gilt darin auch dessen Verallgemeinerung 
(D 1) N Va,= U Na. 


sedßeB (rap )acA 
BeB 


Hierin nehmen die £,, die Werte 0 oder 1 an und die Vereinigung rechts ist über alle ver- 
schiedenen (unendlichen) Kombinationen (... &,;...) zu bilden, wobei für alle x A die 
Bedingungen zo I erfüllt sein müssen. 

Der Beweis dieses bemerkenswerten Satzes®) läßt sich, wie man leicht einsieht, 
unter ausschließlicher Benutzung des Vergleichskriteriums (K) führen. 

Satz2 (Entwicklungssatz). Gilt in einem B-Vollverband V das distributive Gesetz 
(D*) und ist ® ein B-Ausdruck über V., so ist 
K,| 
0| 


1. K,® | 


2.0 - U (K,D)K, U K,, die sogenannte Entwicklung von ® über K... Sie 
Sehe fez(®) 
[4 


ist durch ® eindeutig bestimmt?). 5% bedeutet hierin eine durch ® bestimmte Teilmenge 


von Fc- 


für alle fee. 


5) © bedeute das Zeichen für die in Verbänden erklärte Teilrelation. 

%) Aus welchem zugleich sich ergibt, daß (D1) (im Verein mit den übrigen Verbandsaxiomen) der 
wesentlich schwächeren Form (D*) gleichwertig ist. 

?) Ähnlich wie in einem Teil meiner unter Fußnote ?) zitierten Arbeit wird hier die Annahme beliebiger 
(mit den B-Verbandsbedingungen verträglicher) Werteverteilungen für die Elemente von V gemacht. In 
diesem Sinne fungieren in unseren Untersuchungen diese Elemente wie freie Variable. Näheres hierzu vgl. 
auch in der oben genannten Arbeit. — Bei dieser Auffassung sind auch sämtliche Konstituenten des voll- 
ständigen Konstituentensystems als nichtverschwindend anzusehen. 
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Zum Beweis dieses Satzes hat man in P=® (...,c,,...). e,E Ve für die ec, bloß 

deren Entwicklungen über K‘, einzusetzen. Für die effektive Ausrechnung kommt unter 
Umständen das verallgemeinerte Distributivgesetz das nach Satz 1 aber in V gilt 

zur Anwendung Zu beachten ist dabei die wichtige Grundeigenschaft der Konstituenten: 

IX, für ff] 

|0 für f+f| 


Satz 3 (Isomorphiesatz). @ilt in einem B-Vollverband V das distributive Gesetz (D*), 


für alle f und fe %«- 


K,- K, 


so ist er einem Mengenvollverband isomorph®). 

Er läßt sich, gestützt lediglich auf den obigen [aus (K) unmittelbar folgenden] 
Entwicklungssatz beweisen, und zwar durch direkte Konstruktion des isomorphen 
Mengenverbandes. Hierzu ergänzen wir vorerst Definition 2, indem wir beachten, daß 
im Falle eines konkret vorgegebenen B-Vollverbandes V gewisse der Konstituenten 
über V .„ verschwinden können?,. Um in solchen Fällen die eindeutige Entwicklung jedes 


über V’. gebildeten B-Ausdruckes zu gewährleisten, sehen wir von den verschwindenden 


Konstituenten ab und erklären: 

Definiton 2”. Die Gesamtheit der nichtverschwindenden Konstituenten X, über V. 
heiße das wesentliche Konstituentensystem über V.. 

Wählt man nun V.=F, bildet das System M aller Teilmengen X des wesentlichen 
Konstituentensystems über V und trifft folgende eineindeutige Zuordnung zwischen den 
Elementen z€ V und den Mengen X=eM: 

(2) z= UK,9:>% 

Je dx 
(letztere Menge alle K, mit f< %, enthaltend), so stellt, wie sich aus dem Entwicklungs- 
satz und (E) sofort ergibt, (Z) einen Isomorphismus zwischen V und M dar. 


®) Dieser Satz wurde zuerst von A. Tarski |Fund. Math. 24 (1935)| und später in vereinfachter Form 
von @. Birkhoff [Lattices Theory, New York 1940] bewiesen. 

°), Was im wesentlichen darauf hinausläuft, daß für die Elemente von V Bedingungsgleichungen be- 
stehen. Näheres hierzu siehe in der unter Fußnote ?) zitierten Arbeit. 

!10) Die Entwicklung.von x über dem wesentlichen Konstituentensystem über V. 


Eingegangen 9. November 1949. 





Euklidische Ringe 


mit eindeutiger Partialbruchzerlegung. 


Von Hans-Heinrich Ostmann in Berlin. 


Im folgenden sollen solehe kommutativen euklidischen Ringe näher untersucht 
werden, in deren zugehörigem Quotientenkörper die Partialbruchzerlegung (abgekürzt 
PBrZ) eindeutig ist!). Die übrigen euklidischen Ringe werden nur kurz gestreift werden. 

Bekanntlich ist die PBrZ im Körper $t(x) der rationalen Funktionen eindeutig, im 
Körper P der rationalen Zahlen dagegen nicht, z. B. 


1 ze . 
F Bi) 


und zwar hängt in P die Anzahl der verschiedenen PBrZ von der Anzahl der möglichen 
Vorschriften darüber ab, welche Zähler für jeden einzelnen Partialnenner » erlaubt 
sein sollen. Eine solche Vorschrift liegt ja nur insoweit fest, daß die Zähler jeweils ein 
vollständiges Restsystem modulo » bilden und absolut kleiner als n sein sollen. 

Diese speziellen Tatsachen legen es nahe, allgemein nach solchen euklidischen 
Ringen zu fragen, in denen die PBrZ von vornherein eindeutig ist. Als Hauptresultat 
wird sich ergeben, daß die Polynomringe einer Unbestimmten über einem Körper t. 
abgehen von Isomorphien, die einzigen sind, die dies leisten. 

Im Anschluß an Herrn v.d. Waerden?) sei zunächst die folgende Definition für 
euklidische Ringe zugrunde gelegt: 

Definition 1. Eine Menge & heißt ein euklidischer Ring, wenn folgende Bedingungen 
(Atome) erfüllt sind: 

(A,) & ist Integritätsbereich. 

Es gibt eine für alle Elemente a + aus & eindeutig definierte, nichtnegative 
ganzrationalzahlige Funktion w(a), die sogenannte Wertfunktion. 


(Divisionsalgorithmus). Für je zwei Elemente a,b+0 aus E gilt min- 
destens eine Formel der Gestalt 
a=gb+r, ge&, re&, r=-0 oder?) wi(r)<w(b). 
(AF) Für alle ab+0 aus & ist w(ab) > w(a). 
!) Durch Multiplikation mit dem Hauptnenner erhält man natürlich eine äquivalente Ringformel, so 
daß die PBrZ auch als Ringformel angesprochen werden kann. 


2) Vgl. v.d. Waerden, Moderne Algebra, 1, 2. Aufl. (1937), 8.60 bzw. 3. Aufl. (1950), 8. 65. 
3) Beides zugleich ist nach Definition von w(a) offensichtlich unmöglich. 
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Das wohl erstmalig von Herrn v. d. Waerden formulierte Axiom (Af) umfaßt 
zugleich sowohl die bekannten Zahlbereiche als auch die Polynomringe. Erst durch 
seine Hinzunahme zu (A,), (A,). (A,) wird die Aufstellung einer Teilbarkeits- und Zer- 
legungstheorie in & ermöglicht. 


Unter € sei im folgenden stets ein euklidischer Ring verstanden; ab bedeute 
a assoziiert mit b, d.h. a=eb, wo e Einheit in € ist. Man bestätigt dann leicht die 
folgenden Formeln bzw. Sätze®): 


(1) Aus E+!0} folgt 1. 


Zu je zwei Elementen a,b+( aus & existiert bis auf Einheiten eindeutig der 
größte gemeinsame Teiler (a, b). 


& ist Hauptidealring. 
Aus abe, (a,c)-1 folgt ab. 
Stets ist w(—a) = w(a). 
Aus ab folgt w(a)<w(b) oder b-0; speziell w(l)<wc(a) für alle a+V 
Aus ab, b+0, ab folgt w(a)— w(b). 
Aus amb folgt w(a) = w(b). 
Aus w(a)=w(l) folgt aw1, d.h. a ist Einheit in G. 
Fundamentalsatz der Teilbarkeitstheorie. Jedes Element a+0 aus & ist 
abgesehen von Einheitsfaktoren und bis auf die Reihenfolge eindeutig als 
Produkt von unzerlegbaren Elementen (Primelementen°)) darstellbar. 
Im Quotientenkörper Q(E) zeigt sich nun aber eine eigentümliche Schwierigkeit, 
der die folgende Definition Rechnung trägt: 


Definition 2. Ein Element q aus Q(E) heißt echt gebrochen, wenn wenigstens eine 
echt gebrochene Darstellung 


1=>7: ae&, beE, w(a) <w(b) 


existiert oder wenn q=0 ist. Andernfalls heißt q unecht gebrochen. 

Es folgt nämlich aus den vier Axiomen nicht notwendig, daß mit einer Darstellung 
auch jede andere echt gebrochen ist. Der Begriff echt gebrochene Darstellung ist also 
gegenüber Erweitern und Kürzen nicht invariant, im Gegensatz zu dem Begriff unecht 
gebrochen, der definitionsgemäß trivialerweise invariant ist. Diese Erscheinung läßt sich 
bereits im Ring E=(' der gewöhnlichen ganzen Zahlen aufweisen, indem man ıw(a) - a 
für alle a=#0, #44, w(--4)=3 setzt, so daß 

(11) w(a)<\a| füralle a+V0 
wird. Als Divisionsformeln (A,) wähle man 


für b4+:4+4: a=gb+r, 0<sr<Ib|, 


] -4+r, O0sr<4, wenn r#3 ist, 
= +4: ö r 
ü -4—1 im verbleibenden Fall, 


für 
so daß stets w(r) <w(b) oder r=0 gilt. 


4) Hinsichtlich der Beweise vergleiche man 8. 59 bis 66 bzw. 65 bis 73 des in Fußnote ?) genannten 
Buches. 


5) ‚Jedes teilerlose Ideal ist prim und umgekehrt, was die Bezeichnung Primelement rechtfertigt. 
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(AF) ergibt sich so®): 
ab=--4mw(ab)=- ab > a>ıwf(a) nach (11). 
| entweder a +-1, b=-+4, also wl(ab)=! (b) ’ w(l)| 
ab Hin 
| oder ‘= 2, 6 -2, also w(ab) 
In qg=- hat man wegen w(3)=w(4) eine unecht gebrochene, in q=* eine echt ge- 
brochene Darstellung des gleichen Elementes. Zugleich zeigt dieses Beispiel noch, daß 
nicht allgemein w(ab) <ıwr(a) w(b) zu gelten braucht. da 
w(3) w(4)=9<12=w(3-4) 
ist. Ehensowenig trifft die Dreiecksungleichung zu: 
w(3+4)=7>6=w(3)+w(4). 
was übrigens auch allgemeiner etwa im Gaußschen Ring ('[i] erkennbar ist, wenn man 
wie üblich we(z) = Norm (z) =2z setzt, z. B. 
wi +Hi)=4>2=wli)+w(i). 


Immerhin gilt: 


Satz 1. Ist &E kein Körper, so gibt es in Q(E) stets sowohl echte als auch unechte Brüche. 


® - . ” 1 ai 
Speziell sind alle a=-0 aus E unechte, alle —, ax 1, a=+0, echte Brüche. 

Beweis. Aus 0=a 3 a=& folgt qp, nach (6) also w(g)<w(p), so daß jede 
Darstellung unecht gebrochen ist. Ist O+a1, so folgt wegen I’a aus (7) sofort 
w(1)<w(a). Es gibt aber auch stets solche a in E, da sonst & nur aus lauter Einheiten 
und der Null bestünde, also ein Körper wäre entgegen der Voraussetzung. 

Bedenkt man, daß in den bekannten euklidischen Ringen stets auch solche Wert- 
funktionen vorhanden sind, bei denen die im obigen Beispiel aufgezeigte Entartung nicht 
auftritt, so liegt es nahe, (AF) durch die folgende schärfere Forderung zu ersetzen, dureh 
die dann wohl im allgemeinen lediglich der Bereich der möglichen Wertfunktionen ein- 
geschränkt wird”): 

(A,) Für alle e=0, c=€& soll gelten: 

w(a) <w(b) m w(ac) <w(be). 

Hieraus folgt sofort: 

(12) w(a) = w(b) m w(ac) = w(be) (+0). 

Salz 2. Aus (A,) folgt (AF). 

Beweis. Essei O#+b<€& beliebig. Wäre w(b) <w(1), so folgte aus (A,) unmittelbar 

w(1) > w(b) > w(b2) > --->w(b") >w(b"*')> ++», 
was (A,) widerspricht. Somit gilt für b+0 stets w(l)<w(b). Aus (A,) und (12) folgt 
aber nun sofort w(a)<w(ab) für alle a+0, also (Af). 


Definition 3. Ist (a,b)=1 und w(a)<w(b), so heiße E ein Partialbruch. Überdies 


sollen die Elemente von & mit zu den Partialbrüchen gerechnet werden. 


%) Die Aussage FR, F, (Implikation) werde etwa gelesen: „Aus F, folgt F,* oder „Mit F, gilt 
auch F,“. Für F\r»F, (Äquivalenz) lies etwa: „Aus F, folgt F, und umgekehrt“ oder „‚F, ist äquivalent 
mit F,‘“. 

?) Anmerkung bei der Korrektur: Wie Herr H. J. Claus in seiner Staatsexamensarbeit u.a. gezeigt 
hat, ist (A*) äquivalent mit (8), d.h. damit, daß assoziierte Elemente gleichbewertet sind. 
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Definition 4. /st q 5 ED(E), fa,bH0}<SE, (a,b)—1, so heiße eine Darstellung 
der (restalt 


(13) = , 9-1, ]JIa-db Q.q)-1 #7) 
= 0 0=0 


* - . Er a * . . * * 7 

in der sämtliche Brüche — Partialbrüche sind, eine Partialbruchzerlegunyg (PBrZ) erster 
Ie 

Form von q, dagegen von zweiter Form, wenn 


r 


I. 
13%) g=-m+ DI I", b-]] pi, alle p, prim, 


” 
e=1x=1ı Pe e=1 


P,=Pp, für o#x, w(a,,)<w(p,) oder a,, 0, {ay, a,,; SE. 
Hiernach stellt ein Partialbruch z eine triviale PBrZ von sich selbst dar. Auch 
die auf der rechten Seite von (13*) auftretenden Summanden sind offensichtlich sämtlich 
Partialbrüche, da die p, Primelemente sind. 


Wie in einem beliebigen Körper $ (x) einer Unbestimmten ergibt sich in geläufiger 
Weise ®): 

Satz 3. Für jedes geD(E) existieren Zerlegungen der Form (13) und (13*). 

Daß die Entwicklungen (13) und (13*) in beliebigen euklidischen Ringen nicht 


stets eindeutig bestimmt zu sein brauchen, war bereits eingangs gezeigt worden. Ledig- 
lich für die Elemente von € selbst gilt in gewissem Sinn ein Eindeutigkeitssatz, nämlich: 


Satz 4. Ist uc€ beliebig, und gelten Entwicklungen der Form 


(13,) >, —1, (9:9) 1(o+A), w(a,)<w(g,) oder a,-0 für o+V0 
bzw. | 


r 
er. 


(139) u=a+ w(a,,) <w(p,) oder a,„- 0, alle p, prim, 


Pu 
o=|1 “»=]1 Po 


Pe P (OF %), 
so folgt notwendig, daß höchstens mit Ausnahme von a, sämtliche Zähler gleich Null sind. 


9192°**9r 
Io 
erkennt man analog sukzessive a,, =, @,,._1= 0; ...,4,,= 0 (0 
(2 02 0 


Beweis. Man multipliziere (13,) mit Q, Es folgt q,|a,. Bezüglich (13F) 


0’ 


Definition 5. Die Wertfunktion eines euklidischen Ringes & heiße von erster Art, 
wenn für alle Elemente aus D(E) in der PBrZ (13) nach Wahl der q,, 9; ---, q, sämtliche 
Zähler eindeutig bestimmt sind, andernfalls heiße sie von zweiter Art. 


Definition 6°). Eine beliebige reellwertige eindeutige Funktion f(x) heiße nicht- 
archimedisch, wenn sie gerade ist und der Funktionalungleichung 


f(x + y) < Max (f(x), f(y)) 
genügt. 


*) Wobei noch eine Vereinfachung dadurch eintritt, daß man bei den verschiedenen Divisionen das 
Abspalten von Elementen von € nicht zu verhindern braucht, was ja in &(x) zusätzliche Gradbetrachtungen 
erfordert. 

®) Die obige Definition ist in Anlehnung an die Terminologie aus der Bewertungstheorie getroffen 
worden. 


‚Journal für Mathematik. Bd. 188. Heft 3. 20 
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Wie in der Bewertungstheorie ergibt sich: 

Satz 5. Ist f(x) nichtarchimedisch und f(x) =+ f(y). so folgt 

(14) f(x + y) = Max (f(x). f(y))- 

Beweis. Es sei etwa f(y) <f(x). Dann ist 

fiy) <ftx) = fa + y—y) < Max (fa + y), ty) fr + y) < Max (fie), 9))=fte). 


also 
flz+: x) = Max (f(x), f(y)). 
Das nächste Ziel ist die Herleitung von Kriterien, die mit der Forderung der ein- 
deutigen PBrZ äquivalent sind. 
Satz 6. Die Wertfunktion ist dann und nur dann von erster Art, wenn in DE) die 
Menge ® aller echten Brüche einen Unterring bildet. 


Satz7. Die Wertfunktion ist dann und nur dann von erster Art, wenn sie nicht- 
archimedisch ist. 

Satz 8. Die Wertfunktion ist dann und nur dann von erster Art, wenn der Divisions- 
algorithmus (A,) eindeutig ist, d.h. wenn in a=gb+r die q, r durch a, b eindeutig be- 
stimmt sind. 

Der Beweisführung werde zunächst ein Hilfssatz vorausgeschickt. 

Hilfssatz. Bildet die Menge DB der echten Brüche einen Unterring in DQ, so ist die 
Wertfunktion w(a) nichtarchimedisch und umgekehrt. 


Beweis. Angenommen, es gäbe aeE&, bEE so, daß 


w(a+b) > Max (w(a), w(b)) 


wäre, SO wäre 


Aus der Ringeigenschaft von ® folgte dann 
b 


a+b 


u” = B ’ 


was Satz I widerspricht. 


er . r . a € m. 
Für den Beweis der Umkehrung seien n und 7 echte Brüche. Ist «0 oder 
) ( 


c=0 oder ad+be=0, so ist die Zugehörigkeit von zu ® trivial. Im ver- 


a,e 
v ta 
bleibenden Fall folgt aus (A,) wegen w(a)<w(b), w(e) <w(d): 


w(ad) <w(bd), w(be) < w(bd), 


also nach Voraussetzung 


w(ad + be) < Max (w(ad), w(be)) <w(bd), 


und daher 


Beweis von Satz 7. Ersichtlich gilt 


n 1 ii b 
(15) „le _ ie 


a 
e=0 %k e=0 % 
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Wäre nicht a,=b, für alle o>0, so müßte es ein o=,>0 geben mit a,=+b,. 
4 ’ u u - o, 0, 


Multiplikation von (15) mit 
Iı 42°""4n 


Q, 


lieferte dann 
Ge, (a, 


wobei (9,,,@,) = 1 ist; also wäre 
G2,%,—d,., nebst a,„#F0, b,#0. 
Somit wäre nach (6) 
w(q,) Sw(a, —b,) <Max(w(a,), w(b,)) <w(q,)- 

Zum Beweis der Umkehrung sei jetzt w(a) von erster Art. Gäbe es dann ae 

und bEe& derart, daß 
w(a+b) > Max (w(a), w(b)) 
ist. sowären ° , und _ , echte Brüche, die vermittels (A,) als gekürzt angenommen 
a+b a+b j 

werden dürfen, also Partialbrüche wären. In 
b 


a+b 
hätte man dann zwei verschiedene PBrZ für x, was der Voraussetzung über & wider- 
spricht. 
Vermittels des Hilfssatzes ist damit auch Satz 6 bewiesen. 


Beweis von Satz 8. Es sei zunächst w(a) von erster Art. Aus 
a=qyb+r=-YGb+r,r,=0 oder w(r) <w(b), w(r,) <w(b) 
folgt für 9, #9, einerseits r,—r,+0 und 
w((g.—g)b)Zw(b), 
andererseits nach Satz 7 
w(r,—r,) <Max(w(r,), w(r,)) <w(b) für r, +0, 
w(r,—r,) = w(r,) <w(b) für r,—0. 


Daher muß q,=9s, also auch r,- r, sein. 
Ist umgekehrt die Divisionsformel eindeutig, gäbe es aber «a, b derart, daß 


(16) w(a+-b) > Max (w(a), w(b)) 


ist, so würde aus 


folgen: 


a=0(a+b)+a=1-(a+b)+(—b), 


was wegen (16) der Eindeutigkeit der Divisionsformel widerspräche. 


Satz 9. Ist w(a) von erster Art, so ist auch die zweite Form (13*) der PBrZ eindeutig. 


Beweis. Angenommen, ein Element hätte zwei verschiedene Zerlegungen: 
[e} m} 


Dann hätte man 


a bu+ Pi} 


o l > 





Ostmann, Euklidische Ringe mit eindeutiger Partialbruchzerlegung. 


Für jeden nicht verschwindenden Zähler 2--a,„—b,, gilt 


| < Max (w(a,,), w(b,,))<w(p,), wenn a,,b,.#0,; | 


w (2) 
| w(b,,) <w(p,), wenn etwa a,„=0 ist. | 
Nach Satz 4 müssen wegen 0€€& alle Zähler gleich Null sein, was der gemachten An- 


nahme widerspricht. 
Von Interesse ist vielleicht noch: 
Satz 10. Unter Voraussetzung der Ringeigenschaft der echten Brüche und (AF) an 
Stelle von (A,) ist (A,) beweisbar. 
Beweis. Es sei w(a)<w(b). Gäbe es ein c+0 so, daß wf(ac) 2Zwi(be) ist, so 
lieferte (A,): 
ac=gbc+r, wir)<w(bec) oder r=0, 
[w (a) <w(b)nbta | 
nr. 
| r=-0nbla | 
q:- Orr= acmw(ac) =w(r) <w(be), 
entgegen der Annahme über c. Also ist #0. 
Dann wäre auf Grund der Ringeigenschaft 
ac d er a Fr 
LE Tue Ta BT 
echt gebrochen, was wegen ge& und q=#+0 Satz 1 widerspricht. 


Satz Il. Gibt es in & mindestens eine Wertfunktion von erster Art, so bilden die 
Einheiten in E einen Körper fi,. 


Beweis. &,, &, seien Einheiten. Es genügt, &,+ &, zu betrachten. Es ist entweder 

& +82 0 oder 
w(l)<w(e + 8) <Max(w(e,), w(e,))-- w(l), 

also e,+e, nach (9) eine Einheit. 

Satz 12. Der Körper $, der Einheiten von ($ ist in & algebraisch abgeschlossen, d. h. 
jedes nicht zu St, gehörige Element von & ist über S, transzendent. 

Beweis. Der Fall E= &, ist trivial. Sei daher ze€&, aber z&%,. Wäre x al- 
gebraisch über $,, so wäre 

E>K[e]=-K,(R)=R,, also zEeR,. 

Daher ist x transzendent über $,. 

Definition 7. Unter einer Wertklasse W in E verstehe man die Gesamtheit aller Ele- 
mente gleichen Wertes in &. Der gemeinsame Wert dieser Elemente möge auch der Wert 


der Klasse heißen und mit w(%8) bezeichnet werden. Ri, Wi, ---;,W,,... sei die nach 
wachsenden Werten geordnete Folge der Wertklassen. 


Hiernach bildet z. B. der Körper der Einheiten für sich die Wertklasse W,, und 
es ist w(W,) = w(l). Nach Satz 12 sind dann sämtliche Elemente der übrigen Wert- 
klassen transzendent über $,. 


Satz 13. Ist w(a) von erster Art, so gilt: 


beEW.NMEW, (n>0 und ganz). 


setzu 


Dann 


Divis 
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Beweis. Für n<1 ist die Behauptung trivial. Man mache die Induktionsvoraus- 
setzung "’EW,,v>1. Wäre b’*'EW, und „>r+1, so wähle man beliebig ce ®,,. .- 
Dann hätte man 

w(1) <w(b’) <w(e) <w(b'"). 


Division von ce durch b’ liefert e=gb’+r; daher 
w(b’) < wie) =w(gb’+r) = w(gb’), 
woraus sich einerseits w(g) >w(W,) ergibt, während andererseits gilt: 
w(gb’) <w(b’*')w(g) <w(b) =w(W,). 


Nunmehr kann die eingangs erwähnte Struktur der Ringe mit eindeutiger Partial- 
bruchzerlegung bewiesen werden. 


Hauptsatz. Besitzt ein euklidischer Ring & eine Wertfunktion erster Art, so ist & 
entweder ein Körper oder isomorph dem Polynomring einer Unbestimmten über dem Körper 
seiner Einheiten !9), genauer, es ist 


E=gK,ja| für jedes a-W,, 
und die Darstellung der Elemente von & als Polynome in a über $, ist eindeutig. 


Beweis. Es ist zu zeigen, daß sich jedes Element von € eindeutig als Polynom 
in a mit Koeffizienten aus 8,—=W, darstellen läßt. Der Beweis werde wieder induktiv 
nach den Wertklassen geführt. Für W, ist die Behauptung trivial. Nimmt man den 
Satz für alle Wertklassen vor W, als richtig an, und ist beW,, ferner a ein beliebiges, 
aber fest gewähltes Element aus ®%,, so ergibt die Divisionsformel eine Gleichung der 
Gestalt b= ©,a"+r, in der e, und r nach Satz 8 eindeutig bestimmt sind. Wegen «"EW, 
ist w(b)=w(2,a"+r)=w(e,a")=w(a”"), daher 

w(s)=w(l), d.h. „ER, =W. 


Ist r=0, so ist die Behauptung bereits richtig, ist dagegen r=+0, also w(r)<w(a"), 
so ist auf r die Induktionsvoraussetzung anwendbar. 


Bemerkung. Aus dem Hauptsatz!!) läßt sich übrigens Satz 12 noch etwas elemen- 
tarer gewinnen, d. h. ohne Verwendung der Relation 8, [x} = K,(x) (x algebraisch über $,). 
Wäre nämlich ein b&W, algebraisch über $t,, also Nullstelle eines Polynoms f(z) über 
f,, so sei b=P(a) die Polynomdarstellung des Hauptsatzes. Das Polynom f(P(z)) 
hätte dann die Nullstelle a, ohne identisch zu verschwinden. Setzt man 


so folgt aus 
f{ P(a)) = great rel 


!0) Dieser Satz steht: in gewissem Zusammenhang mit einem Ergebnis von Herrn N. Jacobson (A 
note on non-commutative polynomials, Ann. of Math. (2)35 (1934), 209—210). Als Umkehrung eines Satzes 
von Herrn Ö. Ore beweist nämlich Herr Jacobson, daß ein Ring, in welchem außer (A,), (A,), (A,) und der 
Nichtarchimedizität noch die Gradbedingung 


(* w(ab) = w(a) + w(b) 
gilt, notwendig ein Polynomring einer Transzendenten ist. Der obige Hauptsatz enthält als Verallgemeine- 
rung dieses Ergebnisses den Satz, daß (*) durch die schwächere Anforderung (A,) an die Wertfunktion 
ersetzt werden kann. 

1!) Und zwar jetzt lediglich in der Fassung, daß sich jedes Element von € eindeutig als Polynom in «, 
acR,, mit Koeffizienten aus $, darstellen läßt, 
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sofort 





ga=—ana!—..—E, 






was der eindeutigen Darstellung des Hauptsatzes widerspricht. 
Durch den Hauptsatz wird nicht ausgeschlossen, daß algebraische Erweiterungen 
von K,[x} wieder euklidisch mit Wertfunktionen erster Art werden können. So erhält 







man beispielsweise für den Ring $t, le; | «]- Kt, I z] eine Wertfunktion erster Art, 





wenn man vermöge der Zuordnung Vx« »y den Ring $t, 1 «| isomorph auf ,|y] 





abbildet und 





w(a (x) +b(x) Vz) - wla(y?) + yb(y?)), fa(x), b(x)} C K,l®]. 


setzt. Entsprechendes gilt für den Ring s.|e. | x] - 8. x]. Zulässig sind dem 
Hauptsatz zufolge alle solchen algebraischen Erweiterungen &, von E=$t, [x], die wieder 
einfach über X, sind. Die Bedingung hierfür ist leicht anzugeben. Sei etwa &,=$t,[: 

so folgt wegen zreE<E, für x eine Polynomdarstellung x = P(£) mit Koeffizienten 


aus ft,, E 








so daß &£ der Gleichung 






(17) 0=fl2)= Pe) -r= ++. _ 12 + ze, 


Di 






genügt. Diese Bedingung ist auch hinreichend: denn für eine Lösung 2=£ folgt wieder 
x — P(£), also R,[x, £]=K,[E]. und £ ist offensichtlich transzendent über $,. Da die & 
zugleich Einheiten sind, so ist überdies & und somit jedes Element des Erweiterungsringes 






4 






&, ganzalgebraisch !?) über 8,[x]. Zusammengefaßt liefert dies 






Satz 14. Eine algebraische Erweiterung eines Polynomringes über einem Körper xt 
ist dann und nur dann wieder euklidisch mit einer Wertfunktion erster Art, wenn sie 
einfach über Si ist und das erzeugende Element einer Gleichung der Gestalt (17) genügt. Alle 







Elemente des Erweiterungsringes sind dann ganzalgebraisch über K|x]. 
Bekanntlich wird auch umgekehrt jeder Polynomring einer Unbestimmten über 







einem Körper euklidisch, wenn man als Wertfunktion den Grad wählt, der zugleich von 





erster Art ist. Einen Überblick über die Gesamtheit aller möglichen Wertfunktionen 






erster Art von X|x] erhält man durch 






Satz 15. Dem Polynomring K|x] lassen sich auf unendlich viele Weisen Wertfunk- 
tionen erster Art zuordnen. Man erhält bereits alle, indem man 


w(f(x)): a (f(x) < Klx], Grad f(x) ” n) 


setzt, wobei die ), ganzrational sind und der Bedingung 







(18) OSa<A<<A< 






genügen. Jede Wertklasse ist daher identisch mit der Gesamtheit aller Polynome gleichen 
(rrades. 














Beweis. Wegen x I ist auch x" x""', so daß aus (7) 
t ') 
Daher ergibt sich für f(x) = Eu a,x’,a,e$, a,#0, aus (14) und ($) 
(20) w (f(x) x)) = x") = wie”). 


Setzt man w(f(x)) =, 50 folgt aus (19) und eh daß (18) notwendig ist. en «)) liefert 
aber auch stets eine Wertfunktion, da aus w(f(x)) <w(g (x) (x )) sofort Grad f(x) <Grad g (x) 


w(x") <w(x" 











folgt. 


















2) D.h. also, es ist, da für E, als Hauptidealring der Teilerkettensatz gilt, jedes Element Nullstelle 
einer normierten algebraischen Gleichung mit Koeffizienten aus [=]. 
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folgt und umgekehrt, so daß (A,) durch den gewöhnlichen Divisionsalgorithmus erfüllt 
wird. Die Gültigkeit der übrigen Axiome ist evident. 

Bedingungen, einige spezielle Wertfunktionen, wie etwa den Polynomgrad, aus 
der Gesamtheit dieser Wertfunktionen hervorzuheben, gibt 

Satz 16. In der Menge aller Wertfunktionen ist der Grad durch die Funktionalgleichung 

9 9 9 

(21) w(ab) = w(a) + w(b) 

in Verbindung mit der Normierung 
w(R,) = 1 

eindeutig gekennzeichnet. Bei Ersetzung von (21) durch die distributive Funktionalgleichung 

(23) w(ab) = w(a) w (b) 
erhält man in 

(24) w(R)=g>1 und w(W,)=g"  (g beliebig ganzrational) 
alle diesbezüglichen Wertfunktionen erster Art''®). 

Beweis. Für beliebiges ze W, folgt aus (21) und (22) 

w(W,) =w(r")=nw(r)=nw(W)=-n=- GradW,. 
Bezüglich des zweiten Teils des Satzes erkennt man sofort w(l)=1, da aus w(1) 0 
die Nichterfüllbarkeit des Divionsaxioms (A,) wegen 
w(la) = 0 

für alle a folgen würde. Dies zieht unmittelbar g=w(W,) > I nach sich, und damit zu- 
gleich die Richtigkeit der letzten Behauptung für n— 1. Zur Durchführung einer voll- 
ständigen Induktion sei be W, beliebig sowie ae W,, und der Satz für alle Wertklassen 
vor W, als richtig angenommen. Aus der Divisionsformel b=ag+r folgt nun 


w(b)=w(ag) =w(a) w(g)>w(g) (etwa ge?‘ 


' und somit w(b) =g’ 


sodaß vr<n und daher nach Induktionsvoraussetzung w(g) =g’” 
ist. Da aber nicht zwei verschiedene Wertklassen gleiche Werte haben können, muß v>.n, 
insgesamt also »—=n sein. Man bestätigt leicht die Gültigkeit der vier Axiome einschließ- 
lich der Nichtarchimedizität. 

Nunmehr werde die Frage untersucht, ob ft[x] auch Wertfunktionen zweiter Art 


besitzen kann. Dies ist zu bejahen. Es gilt nämlich 


Satz 17. Die Polynomringe einer Transzendenten über einem Körper sind die einzigen 
euklidischen Ringe, die sowohl Wertfunktionen erster als auch zweiter Art besitzen; sie sind 


dadurch also eindeutig gekennzeichnet. 

Beweis. Man fasse alle Polynome n-ten Grades (n> 0) zu einer Gradklasse &, zu- 
sammen und spalte für n> 1 jedes &, zunächst beliebig in (endlich viele) elementefremde 
Tai a m H x r u Bo 
Teilmengen ®,., Wya,---: W,,, auf. Es gilt 

(25) Kr WUW UW,U-- RW, UN,U.- 

Diese Relation legt zugleich eine Ordnung innerhalb der Folge der W fest. Weiter 
sei 0<A,<A,<+': eine beliebige Folge ganzrationaler Zahlen. Man setze 

w(R,) Zi» w(,,) Aus 
13) Vgl. hierzu auch H. Hasse, Über eindeutige Zerlegung in Primelemente oder Primhauptideale in 


Integritätsbereichen, Journal f.d. reine u. angew. Math. 159 (1928), 3—12, speziell S. 10, wo unter einem 
allgemeinen Gesichtspunkt gerade diese Wertfunktion erscheint. 
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wobei x die Platznummer von ®,, in (25) bedeuten soll. Nimmt man diese Funktion 
sowie die gewöhnliche Division nach dem Grad als Divisionsformel, so sind (A,), (A,), (A,) 
offenbar erfüllt. 

Bildet man die Zerlegung (25) derart, daß mit jedem Polynom zugleich auch alle 
zu ıhm assoziierten in dasselbe % mit aufgenommen werden, so sieht man leicht, 
daß das v.d. Waerdensche Axiom (Af) erfüllt ist. Um (A,) zu befriedigen, muß über 
noch spezieller verfügt werden. Man setze h,=n+1 für n>1. 


n 


die Bildung der ® 
Weiter sei 


vo 


VW, = falle linearen Polynome kr, ke, k+0}, 
W,- W,,- falle übrigen linearen Polynome}. 


Unter ®,,W,, verstehe man im folgenden immer die Menge aller Produkte pg mit 


“ro 
peB®,,,geW,,. Entsprechend definiere man Produkte aus mehreren Faktoren 
sowie Potenzen und setze W),= {1}. Kommutatives und assoziatives Gesetz gelten 
offensichtlich. Nunmehr werde rekursiv definiert: 
= WB =-W, 
WOW U falle irreduziblen Polynome zweiten Grades}, 


und allgemein: 


z a—1l_ PEN, 2 ; 
u) ( U RIM) U falle irreduziblen Polynome »-ten Grades). 
;= 1 


Nach folgender Vorschrift bilde man jetzt ®,,. ®,>. --- Dar: 
W,ı i 
Ws Lo RR 9 


_ BR, 


r = rn 
u 1 %; R 
Zunächst ist zu zeigen, daß jedes Polynom n-ten Grades in genau einer Klasse 


DIV 1s/i<s<nH+l, 


Dur 
enthalten ist. Für n<I1 gilt dies nach Definition, desgleichen für alle irreduziblen 
Polynome. Durch vollständige Induktion zeigt man leicht, daß jedes Poiynom in 
mindestens einem W,, enthalten ist. Somit bleibt noch — was wiederum induktiv 
geschehen soll 
0 für nzv>oZV0 
zu beweisen. 
. Ein Element BER" II -(WIMWTIT)W, hat wegen vr>0 die Gestalt 
b=ds,, dIEWUTIMTI, seW, (d.h. s ist linear). 
Wäre auch 
ds =bEWUI WE 


und zunächst etwa 0o>(, so folgt aus se ®W, sofort dEWFPI MW, was der Induktions- 


annahme wegen (n— 0) + (o—1)=n—1 widerspricht. Ist jedoch o=0, also 
ds =-bERI NRW, 


so folgt, daß s als lineares Polynom Element von ®, sein muß, während doch se ®, galt. 
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Nunmehr kann auch (A,) bestätigt werden. Es sei w(a)<w(b) und etwa 
aewerNR, BEWMTINE, n<m, ferner O+EeWÜAM}. Es folgt: 
ace ud Ei Te SU. 
DCEeWTIWEWU- IE C Werte dic... 
Aus 


n<mn G,,, vor Gurx 
folgt wegen ac€®,,,,bce&,„.x 
(26) w(a) <w(b) m w(ac) <w(be). 
Ist jedoch n=m, so gilt 
w(a) <wib)W" I W vor WI MWrr<onv+i<ot+A 
WRHET DEN vor WW tE—e— m guet, 


also wieder (26) und damit (A,) stets. 
Daß diese Wertfunktion von zweiter Art ist, ist offensichtlich, da die Wertklassen 
nicht mit den Gradklassen zusammenfallen, was nach Satz 15 notwendig wäre. So er- 


scheint hier beispielsweise als echt gebrochen, was der Nichtarchimedizität 


x 
+1 


widerspricht. 

Schließlich sei noch bemerkt, daß allgemein in euklidischen Ringen nicht not- 
wendig der Satz von Euklid über die Unendlichkeit der Anzahl aller Primelemente zu 
gelten braucht. Man betrachte beispielsweise den Ring R, der aus der Menge der ratio- 
nalen Zahlen entsteht, wenn man alle diejenigen Brüche nimmt, deren Nenner zuk >21 
beliebigen, aber fest gewählten Primzahlen p,, Ps, -.., ?, teilerfremd sind. Stellt man 
nämlich jedes r€ # in der (eindeutigen) Form 


re (a,b)=1, (ab, pi p)=1, 
dar, so erhält man in 
w(r) = pi Pa Pi 
eine distributive Wertfunktion (zweiter Art), womit R leicht als euklidisch erkannt wird. 
Pı» Pas -.-, ?, Sind aber, abgesehen von assoziierten, die einzigen von Einheiten ver- 
schiedenen Primelemente in R. 

In Polynomringen gilt natürlich mit der geläufigen Schlußweise der Euklidische 
Satz, wie er ja überhaupt in allen solchen Ringen mit Primfaktorzerlegung seiner Ele- 
mente gilt, in denen es zu jedem a mit 0#a% 1 eine Einheit e gibt derart, daßa+te + 1 
Ist. 


Eingegangen 16. August 1949. 


Journal für Mathematik. Bd. 188. Heft 3. 





Matrices semi-finies et espaces localement 


lineairement compacts. 


Par J. Dieudonne a Nancy. 





1. G. Köthe et O. Toeplitz [7]!) ont defini la notion de matrice semi-finie (& une 
infinitE denombrable d’elements) sur le corps des nombres complexes, et donn& une 
theorie complete de l’equivalence de ces matrices. Ces dernieres sont en correspondance 
biunivoque avec les endomorphismes continus de l’espace vectoriel topologique que 
Köthe et Toeplitz [8] designent par la notation +, si bien que leur travail [7] 
donne en fait une classification de ces endomorphismes. Or, l’espace + w est un cas 
particulier d’une categorie generale d’espaces introduits recemment par S. Lefschetz [9], 
les espaces localement lineairement compacts. Je me propose dans cette Note de montrer 
rapidement comment la theorie de la dualite faible ([2] et [3]) appliquee & ces espaces, 
permet de classer leurs endomorphismes et de retrouver en particulier les resultats de 
Köthe et Toeplitz sur les matrices semi-finies?). 

2. Soit X un corps non necessairement commutatif, que nous considerons toujours 
comme muni de la topologie discrete. Un espace vectoriel E sur K (& gauche ou ä& droite) 
est dit lindairement topologise s’il est muni d’une topologie separee pour laquelle un 
systeme fondamental de voisinages de 0 est forme de sous-espaces vectoriels. Un tel 
espace E est dit lineairement compact si toute base de filtre forme&e de varietes lineaires 
de E admet un point adherent dans E; il est dit localement lineairement compact s’il 
existe un voisinage V de 0 dans E qui soit un sous-espace vectoriel lineairement compact. 
Comme V contient un point interieur, il est ferme dans E, et E/V est discret ([1], p. 10 
et 14); done, si W est un sous-espace supplementaire de V dans E, W est discret et E est 
isomorphe au produit topologique Vx W. On est donc ramene ä la theorie des espaces 
lineairement compacts; le theoreme fondamental de Lefschetz ([9], p. 83, et [4]) montre 
que tout espace vectoriel a gauche sur K, lineairement compact, est isomorphe (algebri- 
quement et topologiquement) & un espace produit K", ot K, designe le corps K, muni de 
la topologie discrete, et considere comme espace vectoriel ä& gauche sur lui-m&me, et L 
est un ensemble d’indices arbitraire; la reciproque est vraie, et on a bien entendu des 
resultats correspondants pour les espaces lineairement compacts qui sont des espaces 


!) Les numeros entre crochets renvoient ä& la Bibliographie placee & la fin de ce travail. Jesuppose 
connus les resultats des [2] et [3] sur la dualite faible: j’utilise la notation (x, x’) au lieu de la notation 
B(x, x’) de [2]. Je suppose egalement connue la theorie des groupes topologiques, telle qu’elle est exposee 
dans le Traite de N. Bourbaki [1]. 

2) Le cas particulier des endomorphismes des espaces lineairement compacts a dejä ete traite en sub- 
stance par Köthe [6]. 
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vectoriels a droite sur K. Rappelons que le dual (au sens topologique) de l’espace 
E=-K! est l’espace E'=K(”, somme directe d’une famille d’espaces identiques & K 
considere comme espace vectoriel a droite sur lui-m&me, la famille ayant Z pour en- 
semble d’indices; en outre, la topologie (produit) sur E est identique & la topologie faible 
o(E,E’) ([9], p. 83). Nous considererons toujours EZ" comme muni de la topologie discrete 
(topologie de la convergence uniforme dans E); son dual (algebrique et topologique) 
est alors E. 

Si maintenant F est un espace localement lineairement compact, somme directe 
d’un espace diseret E, et d’un espace lineairement compact E,, son dual (topologique) 
F' est somme directe de sous-espaces isomorphes aux duals E, et E, de E, et E, (avec 
lesquels nous les identifions); si on munit F’ de la topologie de la convergence uniforme 
dans les sous-espaces lineairement compacts de F, E, se trouve muni de la topologie 
o(E,, E,) pour laquelle il est lins&airement compact et E, de la topologie diserete, et F’ est 
isomorphe & E, xE, ([9], p- 80); F est alors le dual (topologique) de l’espace locale- 
ment lineairement compact F”. 

Si F,G sont deux espaces localement lineairement compacts, F’, @’ leurs duals 
topologises comme il vient d’&tre dit, v une application lineaire continue de F dans @, 
on definit comme d’ordinaire la transposde u’ de u par la relation 


uk), Yy) =(tT, u(y)); 
c’est une application lineaire continue de @’ dans F’, et u est la transposee de «’ (cf. [3], 
p- 60). 
Remarquons enfin que l’espace 9+ ® de G. Köthe est un espace localement lin£aire- 
ment compact, somme directe de l’espace discret C(® et de l’espace lineairement com- 
pact CE” (N etant l’ensemble des entiers naturels, € le corps des nombres complexes). 


3. Nous utiliserons le lemme suivant, gen6ralisation d’un resultat de E. Hage- 
mann [5]: 

Lemme. Soient E un espace localement lindairement compact, V un sous-espace vec- 
toriel fermed de E. L’espace V est localement lineairement compact, et admet dans E un 
supplementaire ferme W tel que E soit isomorphe au produit V x W. 

En effet, on peut considerer E comme somme directe d’un espace discret E, et d’un 
espace lineairement compact E,; V,=VNE, est alors ferme dans E,; si V, est un supple- 
mentaire de V, par rapport a V, V, est ouvert dans V, donc V/V, est discret, et par 
suite V, est diseret, et V isomorphe au produit V,XV,. Montrons que, dans E,, V; 
admet un supplementaire W, ferm& tel que E, soit isomorphe au produit V,x W,; con- 
siderons pour cela le sous-espace V$ du dual E, de E,, orthogonal a V, ([2], p- 116), et 
un supplementaire W% de V% dans E,; le sous-espace W, de E, orthogonai a W% repond 
ä la question. Enfin, soit W, un supplementaire (diseret) dans E de E,+V=E,+V;; 
il est clair que W= W,+ W, est ferme& (et isomorphe & W, x W,) et que E est isomorphe 
aVxW. 

4. Abordons maintenant notre probleme. Soient E et F deux espaces localement 
lineairement compacts quelconques; nous considererons deux applications lin&eaires con- 
tinues vu, v de E dans F comme equivalentes s’il existe un automorphisme o de E et un 
automorphisme r de F (algebriques et topologiques) tels que v=ruo. Le probleme 
consiste a caracteriser les diverses classes d’equivalence d’applications lin&aires continues 
de E dans F, si possible au moyen d’invariants intrinsequement attaches & ces appli- 
cations. Soit done « une application lineaire continue de E dans F. D’apres le lemme 


du no. 3, le sous-espace ferme VY=u!(0) de E admet dans E un suppl&mentaire ferme 
21* 
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W tel que E seit isomorphe a VxW; W est lui aussi localement lineairement compact. 
En remplagant E par W, on peut donc supposer que u-1(0) est reduit & 0, autrement 
dit, que u est une application biunivoque de E dans F. 

Soit F, un voisinage de 0 line&airement compact dans F. Par le möme raisonnement 
que dans le no. 3, on voit que le sous-espace u(E) de F (qui n’est pas ferm& dans F en 
general) est somme directe de v(E)NF, et d’un sous-espace diseret V; en outre, comme 
F,+V est ouvert dans F, il admet un supplementaire discret W, et F est done somme 
directe de F, et du sous-espace discret F,= V+W (et isomorphe a F, x F,). Comme u est 
suppose& biunivoque, on a, en posant G, = u-!(F,) = u-!(V) et@,= u-!(F,) = u! (F,N u (E)), 

G,N6,=u(F,NF,)= {0}; 
E est donc somme directe de@,et@,. En outre, comme F, est ouvert dans F,@, est ouvert 
dans E, donc G, est discret, et E est isomorphe au produit @, X@,. 

L’application u sera determinee par la connaissance de ses restrietions a @, et@,. Or, 
la restrietion de u & G, est une application lineaire biunivoque de l’espace discret G, dans 
l’espace discret F,, qu’on peut done aussitöt ramener & une forme canonique en prenant 
une base quelconque (a,) dans @,, la base formee des u(a,) dans V=u(G,), et une base 
quelconque dans le suppl&mentaire W de V dans F.. 

Reste & etudier la restriction de v & G,, qui, comme E, est un espace localement 
lineairement compact; comme on a u(G,)CF,, on voit qu’on est ramene au m&me 
probleme qu’au debut, mais en supposant F lineairement compact, et u une application 
lineaire biunivoque et continue de E dans F. Considerons alors la transposee w’ de u, 
qui est une applıcation lineaire continue du dual (diseret) F’ de F dans le dual E’ de E; 
P’application & w’ de la methode pr&cedente montre que l’on peut d&composer E’ en somme 
directe d’un sous-espace lineairement compact E, et d’un sous-espace diseret E), et F 
en somme directe de trois sous-espaces discrets Fr. >, F, tels que w’ soit nulle dans F,, 
applique biunivoquement F\ dans E, et F, dans E,. 

On ramene & une forme canonique la restrietion de u’ & F\ par le m&me procede 
classique que ci-dessus, et on voit finalement (en changeant les notations) qu’on est 
ramene & traiter le cas particulier du probl&me initial ou E est discret, F lineairement 
compact et u biunivoque; on peut en outre supposer que u(E) est partout dense dans F 
(dans le cas contraire, on remplacerait F par l’adherence de u(#) qui est un sous-espace 
ferme de F, donc lineairement compact). 


5. La classification des applications wu dans le cas particulier preeedent revient 
evidemment & classer tous les sous-espaces V d’un espace lineairement compact F, 
partout denses dans F, deux sous-espaces V,, V, etant ranges dans une möme classe d’equi- 
valence lorsqu’il existe un automorphisme v de F (algebrique et topologique) tel que 
v(V,)=V,. Il est evident que deux sous-espaces d’une m&me classe ont des bases equi- 
potentes par rapport & K, mais cette condition n’est nullement suffisante en gen6ral 
pour que deux sous-espaces partout denses soient &quivalents ([3], p. 73—74). Ilya 
toutefois un cas oü deux sous-espaces V,, V, ayant des bases &quipotentes sont &qui- 
valents, & savoir lorsque F est de la forme K? (autrement dit, l’espace » de G. Köthe 
sur un corps quelconque [6]) et que V, et V, ont tous deux des bases denombrables. C’est 
evident lorsque ces bases sont finies; dans le cas contraire, remarquons que le dual 
F'=K{® de F est un espace discret ayant une base denombrable, et que, si V, est partout 
dense dans F, une forme lin&aire continue dans F et nulle dans V, est identiquement nulle. 
Il resulte alors d’un raisonnement de G. Mackey ([10], p. 171) qu’il existe une base (a,) 
de V, et une base (a,) de F’ telles que (a,, =, On raisonne de m&me pour V,, 
obtenant ainsi une base (b,) de V, et une base (b/) de F’ telles que (b,b>=Öö,,; V’appli- 
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cation lineaire u de F’ sur lui-m&me telle que u(b,)=a, est un automorphisme, et sa 
transposee v—=v’ est done un automorphisme de F tel que v(a,)=b,, d’oü v(V,)=V,. 


6. Bien entendu, le dernier cas que nous venons d’examiner comprend en particulier 
celui ou E et F sont tous deux identiques & l’espace 9+ © sur un corps K quelconque 
(e’est-A-dire une somme directe de K(® et de K*).: Sion resume les raisonnements des 
precedents numeros, on voit sans peine qu’on peut dans ce cas presenter la reduction 
d’une application lineaire continue u de E dans F sous la forme suivante: E est decompose 
en somme directe de 5 sous-espaces E, (1Sis5) Eventuellement reduits & 0, les trois 
premiers &tant discerets, les deux derniers lineairement compacts (E &tant d’ailleurs iso- 
morphe au produit topologique des E,); de m&öme F est d&compose en somme directe de 
5 sous-espaces F, (1Si<s5) eventuellement reduits a 0, les deux premiers etant discrets 
et les trois derniers lineairement compacts (F &tant isomorphe au produit topologique 
des F,). On a en outre: 

1. u(E,)= u(E,)=0; 

2. u est un isomorphisme de l’espace discret E, sur l’espace discret F,; on peut 
done prendre une base (a,) de E, et une base (b,) de F, telles que u(a,)=b,; 

3. l’espace lineairement compact F, a un dual F, dont toute base a m&me puissance 
yu’une base de E,; on peut trouver une base (c,) de E,, une base (d/) de F, telles que, 
si (d,) est la suite des &l&ments de F, telle que (d,, d,)=ö,,, on ait u(c,)=d,; 

4. les espaces lineairement compacts E, et F, ont des duals E, et F, qui sont iso- 
morphes; on peut trouver des bases (e)), (f,) de E, et F, telles que, si (e,) et (f,) sont les 
suites d’elements de E, et F, respectivement satisfaisant & e,, e,) = (f, f» =Öö,,, on 
ait u(e,) = f, (ce qui entraine que «a est un isomorphisme de E, sur F,). 

Lorsque u est de rang fini (c’est-&-dire v(E) de dimension finie et u-!(0) de codi- 
mension finie), on peut supposer E, et E, reduits a 0 (ainsi que F, et F,), E, et E, de 
dimension infinie (ainsi que F, et F,); pour que deux telles applications soient &quivalentes, 
il faut et il suffit qu’elles aient m&me rang. Lorsque u est de rang infini, on peut toujours 
supposer que E,, E, et E, sont soit reduits & 0, soit de dimension infinie, l’un au moins 
etant de dimension infinie, ce qui fait 7 classes d’applications. Pour chaque classe, E, 
et E, (resp. F, et F,) peuvent ötre tous deux de dimension infinie, ou E, (resp. F,) reduit 
a0 et E, (resp. F,) de dimension finie p (resp. g); & l’intErieur de chacune des 7 classes pre- 
cedentes, on a done une infinite de classes d’applications equivalentes, dont chacune 
est caracterisee par une ‚signature‘ (p,g), ou p et g sont des entiers > 0 ou + ©. 


%. Sion reprend le cas examine au no. 5, on peut se demander si V, et V, sont encore 
equivalents lorsque leurs bases sont toutes deux @quipotentes a une base de F’, cette base 
etant non denombrable. On peut montrer que ce n’est pas le cas. En effet, soit H un 
espace de Hilbert separable, B(x, y) le produit scalaire dans H; une base (e,),. , de cet 
espace sur le corps R des nombres r&els n’est pas denombrable ([3], p. 75); dans le 
dual algebrique F=H’ de H, isomorphe & l’espace lineairement compact Rt, il existe 
une famille (e,).c4 telle que <e,,ey)=Öö,,; soit V, le sous-espace de F ayant (e‘) pour 


| base. D’autre part, pour tout z€H, soit x’ la forme lineaire y„>B(x,y) sur H; l’appli- 


cation x—x’ est un isomorphisme algebrique de H sur un sous-espace V, de F; il est 
clair que V, et V, sont tous deux partout denses dans F (pour la topologie faible o(F, H)); 
mais il n’existe pas de systeme de deux bases 


(a,), e4i de H, (b,)« c4A de V, tel que (a,; b5» zu OÖ, 


([3]);, p. 75]). II n’existe done aucun automorphisme (algebrique et topologique) de F 
transformant V, en V,. 
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8. On peut aussi se demander si le resultat du no. 5 subsiste lorsque l’on suppose 
que V, et V, ont des bases denombrables (infinies), mais que F’ a une base non denombrables), 
La reponse est encore negative. En effet, dans le cas contraire, toutes les applications 
lineaires biunivoques u de l’espace discret E=K(® dans F, telles que u(E) soit partout 
dense dans F, seraient &quivalentes. Leurs transposees w’ seraient donc aussi &quivalentes 
entre elles; or, ce sont les applications lineaires biunivoques de F’ dans E=K? telles 
que w’(F’) soit partout dense dans E’ ([2], p. 119). On en conclurait que si W, et W, sont 
deux sous-espaces partout denses de E’, ayant une base @quipotente & celle de F', ij] 
existe un automorphisme w de E’.transformant W, en W,. Or, on voit qu’il n’en est 
rien en prenant par exemple K=#%, et F’ identique & l’espace E’ rendu discret?) 
([3], p. 73—74). 
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3) Il est facile de donner des exemples de tels espaces. Soit E= KR un espace discret ä& base de- 


nombrable, et soit F’ l’espace dual Z’— K} rendu discret; alors le dual F de F’ est un espace lineairement 
compact dans lequel Z est partout dense, bien que F’ ait une base non denombrable ([3], p. 66 et 71). 
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Ein Analogon der Körpertheorie für abelsche Gruppen. 


Von Tibor Szele in Debrecen (Ungarn). 


Meinem verehrten Lehrer, Herrn Professor Dr. L. Redei, zum 50. Geburtstag in warmer 
Dankbarkeit und Zuneigung gewidmet. 


Einleitung. 


In der vorliegenden Arbeit wollen wir die Grundzüge einer Theorie der abelschen 
Gruppen auseinandersetzen, die eine weitgehende formale Analogie mit der Steinitzschen 
Körpertheorie [11]!) aufweist. Es handelt sich darum, daß wir den Begriff der algebrai- 
schen und transzendenten Erweiterung in folgerichtiger Weise für abelsche Gruppen 
definieren und zeigen, daß auf Grund dieser Definitionen eine Reihe wesentlicher Sätze 
der Körpertheorie Wort für Wort ihre Gültigkeit auch in der Gruppentheorie behalten. 
Unter anderem lassen sich z. B. folgende Sätze gewinnen: Jede Erweiterung einer Gruppe 
kann in eine rein transzendente und eine darauffolgende algebraische Erweiterung zerlegt 
werden. Dabei ist der ‚Transzendenzgrad‘‘ der Erweiterung eindeutig bestimmt. — 
Zu jeder Gruppe gibt es eine, bis auf äquivalente Erweiterungen eindeutig bestimmte 
algebraisch abgeschlossene algebraische Erweiterungsgruppe. 

Natürlich ist der Unterschied zwischen Körper und Gruppe (als Systemen mit 
doppelter bzw. einfacher Komposition) so tiefgehend, daß diese Analogien nur in großen 
Zügen bestehen und sich keineswegs auf Einzelheiten übertragen lassen. Die „Fein- 
struktur‘‘ zahlreicher Begriffsbildungen, Sätze und Beweise in der Körpertheorie läßt 
sich mit dem viel primitiveren Apparat der Gruppentheorie gar nicht nachahmen. So 
besitzen z. B. die Begriffe des Primkörpers und der Charakteristik kein Analogon in der 
Gruppentheorie. Eine Abweichung, die viele Schwierigkeiten bereitet, besteht unter 
anderem darin, daß, während eine algebraische Gleichung in einem Körper höchstens 
so viele Wurzeln besitzt, wie ihr Grad anzeigt, eine Gleichung in einer Gruppe beliebig 
viele Lösungen haben kann. 

Wir glauben hingegen, daß der Ausbau einer solchen Theorie für abelsche Gruppen 
kein vergebliches Unternehmen ist. Diese Theorie ermöglicht nämlich, zahlreiche 
bekannte Sätze, Methoden und Kunstgriffe, die bisher unabhängig voneinander in ver- 
schiedenen Untersuchungen auftraten, von höherem Standpunkt aus in einheitlichem 
Zusammenhang zu behandeln. Die wichtigsten bekannten Sätze in der vorliegenden Arbeit 
rühren von R. Baer her. Einige andere bekannte Sätze, wie der Fundamentalsatz für 

!) Die Nummern in eckigen Klammern beziehen sich auf die Arbeiten, die im Literaturverzeichnis 
am Ende dieser Arbeit angeführt sind. 
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abelsche Gruppen mit endlich vielen Erzeugenden und Prüfers Satz über primäre 
abelsche Gruppen endlichen Ranges, finden eine wesentliche Ergänzung und einen 
gegenüber dem gewöhnlichen vereinfachten Beweis. 

Die Analogie mit der Körpertheorie führt aber darüber hinaus auch zu neuen Er- 
gebnissen. Insbesondere heben wir hier den allgemeinen Rangbegriff für beliebige 
abelsche Gruppen hervor. Bisher traten zwei wesentlich verschiedene Rangbegriffe 
in der Gruppentheorie auf, die miteinander nichts zu tun haben. Der eine ist der Prüfer- 
sche Rangbegriff [9], dessen Nachteil darin besteht, daß er (laut seiner Definition) nur 
endlich sein kann?) und daß somit durch ihn nur eine sehr enge Klasse von Gruppen 
erfaßt wird. Prüfer selbst hat seinen Rangbegriff hauptsächlich auf abelsche p-Gruppen?) 
angewandt. Der andere Rangbegriff ist einfach die maximale Anzahl linear unabhängiger 
Elemente der Gruppe (vgl. [1], S. 563). Eine scharfe Definition dieses Ranges für torsions- 
freie abelsche Gruppen von beliebiger Mächtigkeit findet man bei Baer [3]. Dieser Rang- 
begriff ist am besten zugeschnitten auf torsionsfreie Gruppen; denn er ist vollständig 
unempfindlich gegen das Vorhandensein von Elementen positiver Ordnung in einer 
Gruppe; für Torsionsgruppen ist dieser Rang sogar stets Null. In den folgenden Unter- 
suchungen ergibt sich ein neuer Rangbegriff, der die Vorzüge der: beiden erwähnten Rang- 
begriffe zugleich besitzt und für p-Gruppen (endlichen Ranges) mit dem ersteren, für 
torsionsfreie Gruppen mit dem letzteren zusammenfällt. Dieser allgemeine Rangbegriff 
tritt bei uns als der absolute Transzendenzgrad einer Gruppe — gegründet auf die für 
Gruppenelemente definierte algebraische Abhängigkeit — auf. Da diese Abhängigkeit 
leider nicht transitiv ist (d. h. nicht dem van der Waerdenschen Grundsatz 3 genügt, 
siehe [18], S. 210), kann die Ranginvarianz nicht mit Hilfe des Austauschsatzes bewiesen 
werden, und somit ordnet sich unser Rangberiff nicht dem von S. MacLane [8], dem 


allgemeinsten Rangbegriff in der heutigen Mathematik, unter. Es wäre vielleicht von 
Interesse, den abstrakten Kern unseres gruppentheoretischen Rangbegriffes heraus- 
zuschälen und dadurch eventuell eine Verallgemeinerung des abstrakten Rangbegriifes 
von MacLane zu erzielen. 


Betreffs der verwendeten Bezeichnungen und Benennungen bemerken wir folgendes. 
Unter Gruppen verstehen wir durchweg abelsche Gruppen in additiver Schreibweise. 
Systeme von Gruppenelementen, insbesondere Gruppen selbst werden stets mit großen 
lateinischen Buchstaben bezeichnet. Die Buchstaben x,a,b,...,h bezeichnen immer 
Gruppenelemente, dagegen sind die übrigen kleinen lateinischen Buchstaben für ganze 
rationale Zahlen reserviert. Mit kleinen griechischen Buchstaben werden (endliche oder 
transfinite) Ordnungszahlen bezeichnet. Die durch die Elemente a,b,... einer Gruppe 
erzeugte Untergruppe bezeichnen wir mit {a,b,...}. Insbesondere ist dann {0} die 
aus dem Element 0 allein bestehende Untergruppe. Gilt für die Gruppen A, B die 
Relation A < B, so sagen wir auch, daß Beine Erweiterungsgruppe (oder eine Erweiterung) 
der Gruppe A ist. AC B gibt an, daß B eine echte Erweiterung von A ist. 


Sind A und B Untergruppen einer gemeinsamen Obergruppe, so bezeichnen wir 
mit Ar B den Durchschnitt der Gruppen A und B. Gilt B={A,b,,b,,...}, so sagen 
wir, daß die Gruppe B durch Adjunktion der Menge (b,, b,,...) zu A entsteht. Unter 
der Ordnung eines Gruppenelementes verstehen wir die nichtnegative Basis seines an- 
nullierenden Ideals im Ring der ganzen rationalen Zahlen. Somit sprechen wir von 


2) Es ist zwar üblich, jeder Gruppe, die keinen endlichen Rang im Prüferschen Sinne besitzt, den Rang 
oo zuzuschreiben. Dabei bedeutet aber oo keine wohldefinierte Kardinalzahl, sondern bloß einen Hinweis 
auf die negative Tatsache, daß die Gruppe keinen endlichen Rang besitzt. 

®) Bezüglich der verwendeten Benennungen und Bezeichnungen siehe Ende der Einleitung. 
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Elementen positiver bzw. 0-ter Ordnung (anstatt endlicher und unendlicher Ordnung). 
Mit D=A-+B bezeichnen wir die direkte Summe der Gruppen A und B. Wir sagen 
dann, daß die Gruppe D durch direkte Erweiterung von A mit B entsteht. R bezeichnet 
die additive Gruppe sämtlicher rationalen Zahlen, Z(n) die zyklische Gruppe, die von 
einem Element n-ter Ordnung (n=0,1,2,...) erzeugt wird. Für eine Primzahl p be- 
zeichnen wir mit Z(p®) Prüfers Gruppe „vom Typ (p”%)“, definiert als die durch die 
unendlich vielen Elemente c,,c,,... mit den Eigenschaften 


(1) #0, p,=0, Pa =C,.»-- 


erzeugte Gruppe®). Eine direkte Summe YZ (n,) (O<n,<oo) (mit einer beliebigen 
Anzahl von Summanden) nennen wir der Kürze halber eine Zyklensumme. Bekanntlich 
läßt sich eine Zyklensumme immer in eine direkte Summe von Gruppen Z(0) und Z(p") 
(p Primzahl) zerlegen. Solche Zyklensummen nennen wir normale Zyklensummen. Unter 
einer Torsionsgruppe versteht man eine Gruppe ohne Elemente 0-ter Ordnung. Im 
entgegengesetzten Falle, wenn nämlich alle Elemente (=# 0) der Gruppe von 0-ter Ordnung 
sind, spricht man von einer torsionsfreien Gruppe. Unter einer p-Gruppe (auch primäre 
Gruppe genannt) verstehen wir eine (endliche oder unendliche) Gruppe, deren Elemente 
lauter Potenzen einer bestimmten Primzahl p zur Ordnung haben. 


81. Die algebraische Abhängigkeit von Elementen einer Gruppe. 


Sei @ eine Gruppe. Eine ‚„algebraische‘‘ Gleichung mit einer Unbekannten x in 
@ (gebildet ausschließlich mit Hilfe der in @ definierten Addition) hat die allgemeine 
Form 


k,rta+k,r+0,+ '"=maı+b+mx+b,+", 


wobei auf beiden Seiten eine endliche Summe steht, k, und m, beliebige ganze Zahlen 
sind und a,, b, als bekannte Elemente von’ @ anzusehen sind. Auf Grund der Kommu- 
tativität von @ läßt sich eine solche Gleichung immer auf die Form nx=c bringen. 
Eine Gleichung in @ kann keine, end!ich viele oder unendlich viele Lösungen in @ be- 
sitzen. Die Lösbarkeit der Gleichung nx=c in @ drücken wir nach Szekeres [12] mit 
dem (in der Zahlentheorie gebräuchlichen) Symbol 

nc (inG) 

aus. Sei nun H eine Untergruppe von G. Gilt für ein Element ge @ eine Gleichung 
ne—h mit he H, so sagen wir, daß g einer Gleichung in H genügt. Jedes Element g 
aus @ genügt einer Gleichung von der Form nx=0 in H, wobei n irgendein Vielfaches 
der Ordnung von g ist. Solche Gleichungen werden wir als trivial ansehen. Dann können 
wir die Elemente g von G in zwei Klassen einteilen, je nachdem g nur trivialen Gleichungen 
in H genügt oder nicht. Dies geschieht durch folgende 


Definition 1. Ein Element 9=+0 von @ heißt algebraisch über der Untergruppe H 
der Gruppe @, wenn g einer nicht-trivialen Gleichung ng=h#+0(he H) in H genügt, 
d.h. wenn ein von Null verschiedenes Vielfache von g in H liegt. Im entgegengesetzten 
Fall heißt g transzendent über H. 

Insbesondere sind also alle Elemente (+0) von H algebraisch über H. 


4) Siehe [9]. Die Gruppe Z (p”) läßt sich auch als die Faktorgruppe der additiven Gruppe der rationalen 
Zahlen mit nur p-Potenznennern nach dem Normalteiler der ganzen Zahlen definieren. Außerdem ist Z(p”®) 
isomorph mit der multiplikativen Gruppe sämtlicher p-ter, p*-ter, p°-ter, ... komplexen Einheitswurzeln. 


Journal für Mathematik. Bd. 188. Heft 3. 22 
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Definition 2. Eine Gruppe @ heißt eine algebraische Erweiterungsgruppe ihrer 
Untergruppe H (oder kürzer: algebraisch über H), falls jedes Element (+0) von @ 
algebraisch über H ist. 

Ist @ irgendeine Erweiterung der Gruppe H, so wird sich zeigen, daß in @ immer 
(mindestens) eine maximale algebraische Erweiterungsgruppe von H liegt. Diese läßt 
sich aber — im Gegensatz zur Körpertheorie — nicht einfach als die Vereinigungsmenge 
der über H algebraischen Elemente von @ erfassen, da diese Menge im allgemeinen keine 
Gruppe ist. Dies zeigt das foigende 


Beispiel. @G=Z(p?) +Z(p) = {a}+ [b} (p Primzahl), H= {pa}. 

In diesem Falle sind die Elemente a,a+b algebraisch über H, und sie erzeugen 
die ganze Gruppe @, obwohl b ein transzendentes Element über H ist. Auch sieht man, 
daß eine Erweiterung @={K,c} nicht immer algebraisch über X ist, selbst dann nicht, 
wenn das adjungierte Element c algebraisch über K ist. (Man betrachte nämlich den 
Fall XK= {a}, c=a+b.) Diese Tatsachen bedeuten leider eine wesentliche Abweichung 
von der Körpertheorie. Dagegen gi!t im völligen Einklang mit ihr das 


Lemma 1. Ist die Erweiterung H’ von H algebraisch über H und H'' algebraisch über 
H', so ist H'' algebraisch über H. 
Denn aus mh’ =h'+#0 und nh’=h+0 (h’eH'", h"eH', heH) folgt 
mnh"’—=h-+0. 
Aus Lemma 1 ergibt sich durch eine leichte Induktion die Richtigkeit von 


Lemma 2. Ist 
(2) H=H,CH,C--CH,C-- 


eine wohlgeordnete Menge von Gruppen H,, in der jede Gruppe H, eine echte algebraische 
Erweiterung der vorangehenden bzw. die Vereinigungsmenge aller vorangehenden ist, je 
nachdem v keine Limeszahl oder eine solche ist, so ist jede Gruppe H, eine algebraische Er- 
weiterungsgruppe van H. 

In den folgenden Untersuchungen spielt der Begriff der algebraischen Abhängigkeit 
von Elementen einer Gruppe die Hauptrolle. Eine Menge von Elementen einer Gruppe 
werden wir algebraisch abhängig nennen, falls ein Element der Menge algebraisch über 
der von den übrigen Elementen der Menge erzeugten Gruppe ist. Dies stellen wir fest 
durch folgende 


Definition 3. _ Von Null verschiedene Elemente a,,...,a, einer Gruppe heißen 
algebraisch unabhängig, falls aus dem Bestehen einer Gleichung 


(3) N, + + n,a,=0 
immer das Bestehen der Gleichungen 
N, ='"=n,4,=0 
folgt®). Ein System von unendlich vielen Elementen heißt algebraisch unabhängig, wenn 
jedes seiner endlichen Teilsysteme algebraisch unabhängig ist. Im entgegengesetzten 
Falle heißt das System algebraisch abhängig. 


Diese Definition der algebraischen Unabhängigkeit eines Systems (a,,@,, ...) 
besagt mit anderen Worten, daß jedes a, transzendent in bezug auf die durch die übrigen 


5) Man beachte den wesentlichen Unterschied zwischen dem obigen Begriff der algebraischen Unab- 
hängigkeit und dem üblichen Begriff der linearen Unabhängigkeit (vgl. [1], S. 563), welch letzterer fordert, 
daß (3) nur im Falle n,= --- =n,= 0 besteht. Für torsionsfreie Gruppen decken sich die beiden Begriffe. 
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Elemente des Systems erzeugte Gruppe ist. Die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafür drückt sich auch durch 

{a,,Q0,..4= {a} + {a} + 
aus. Ist das System (a,,@,,...) algebraisch unabhängig, dagegen (b,a,,a,,...) alge- 
braisch abhängig, so ist das Element b algebraisch über der Gruppe {a,,a,,...}, d.h. es 
gilt eine Relation 

(4) nb=n,a-+Ng504+ #0. 

Wir sagen in diesem Falle, daß das, Element b algebraisch abhängig von dem System 
(G, , Ge, -..) ist. 

Definition 4. Von Null verschiedene Elemente a,,...,a, einer Gruppe @ heißen 
algebraisch unabhängig über der Untergruppe H von @, falls aus dem Bestehen einer 
Gleichung 

(5) n,+'"+n,a,+h=0 (h€H) 
immer das Bestehen der Gleichungen 

N, = "= 1N,4,=0 
folgt. Ein System von unendlich vielen Elementen heißt algebraisch unabhängig über H, 
wenn das für jedes seiner endlichen Teilsysteme der Fall ist. Im entgegengesetzten Falle 
heißt das System algebraisch abhängig über H. 

Offenbar ist die algebraische Unabhängigkeit eines Systems von Elementen einer 
Gruppe gleichbedeutend mit der algebraischen Unabhängigkeit des Systems über H = {0}. 
Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß U=(a,,a,,...) ein algebraisch 
unabhängiges System über H ist, drückt sich auch durch 

(6) {H, U}={H,a,0,..}=H+fa}+tfa}+ 
aus. Ist das System (a,,@,,...) algebraisch abhängig über H, so ist es entweder alge- 
braisch abhängig oder der Durchschnitt von H mit {a,, a,,....} ist von {0} verschieden. 

Definition 5. Eine Gruppe @ heißt eine rein transzendente Erweiterung von H, 
wenn G=H(a,, Q,,...) mit einem über H algebraisch unabhängigen System (a,, Q,, ...) 
gilt. 

Dann ist nach (6) 

G=H+{aj+{a)+ , 
d.h. es gilt das folgende 

Lemma 3. Die Begriffe ‚rein transzendente Erweiterung einer Gruppe“ und „direkte 
Erweiterung der Gruppe mit Hilfe einer Zyklensumme‘‘ decken sich. 

Definition 6. Eine Gruppe heißt algebraisch abgeschlossen, wenn sie keine echte 


algebraische Erweiterung gestattet. 
Man beachte, daß {0} eine algebraisch abgeschlossene Gruppe ist. 


8 2. Konstruktion algebraischer Erweiterungsgruppen. 


Definition 7. Eine Gruppe @ heißt eine einfache Erweiterung von H, wenn die 
Faktorgruppe G@/H eine einfache Gruppe ist ®). 
Damit ist offenbar gleichbedeutend, daß der Index von H in G eine Primzahl ist. 


6) Durch die „Einfachheit“ wird also eine ganz andere Eigenschaft einer Erweiterung zum Ausdruck 
gebracht als in der Körpertheorie. 
DE 


-- 
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Lemma 4. Eine einfache Erweiterung G von H ist entweder algebraisch oder rein 
transzendent über H. 

Sei nämlich @ eine einfache Erweiterung von H. Dann gibt es ein Element g€G 
und eine Primzahl p derart, daß 


(7) pg=h,EH, g&H, G={H,g} 


gilt. Wir zeigen nun, daß @ eine rein transzendente bzw. algebraische Erweiterung 
von H ist, je nachdem ph, in H gilt oder nicht. Nehmen wir zuerst an, daß 


(8) p{/h, (in H) 


ist. Dann zeigen wir, daß jedes Element von @ algebraisch über H ist. Ein Element 
a€@, das nicht zu H gehört, läßt sich nach (7) immer in der (eindeutigen) Form 


(9) a=rg+h (1sr<p—1: h€H) 
schreiben. Es genügt, die Richtigkeit von 
pa=prg+ph=rku+ph=+0 


zu beweisen. Dies folgt aber leicht, denn aus rh,+ph=0 ergibt sich mit geeigneten 
ganzen Zahlen x, v [die nach (9) immer existieren]: 
pu+rv=1, vr, +eph= (1—pu) y+vph=0, 
d.h. 
h,=p(uh,—vh) 
im Widerspruch zu (8). 

Sei nun ph, in H, d.h. ph,=h,(hh€ H). Dann folgt mit Rücksicht auf (7) 

p(g—h)=0, d.h. 

G=H+t{g—h)}- 
Somit ist @ nach Lemma 3 eine rein tranzendente Erweiterung von H, und damit der 
Beweis von Lemma 4 vollständig. 

Aus dem Beweis folgt auch, daß eine einfache algebraische Erweiterung einer 
Gruppe H immer durch Adjunktion einer Wurzel g einer in H unlösbaren Gleichung 
px=h, (hh€H, p Primzahl) entsteht. Eine solche Adjunktion hat ohne weiteres nur 
dann einen Sinn, wenn sie eine innere Adjunktion ist, d.h. wenn eine Obergruppe der 
Gruppe H vorhanden ist, die eine Wurzel der in H unlösbaren Gleichung px =h, enthält. 
Ist dagegen keine solche Obergruppe von H gegeben, so läßt sich immer eine und, bis 
auf äquivalente (d.h. „über H““ isomorphe) Erweiterungen, auch nur eine einfache 
algebraische Erweiterungsgruppe H’ der Gruppe H konstruieren, die eine Wurzel der 
in A unlösbaren Gleichung px=h, enthält. Eine solche Gruppe ist nämlich {Hg}. 
wobei das Element g der einzigen definierenden Relation pg=h, genügt. Um Miß- 
verständnisse zu vermeiden, sagen wir, daß diese Gruppe H’ durch äußere Adjunktion 
einer Wurzel g der in H unlösbaren Gleichung pxz=h, zur Gruppe H entsteht. Zu- 
sammenfassend gilt also das 


Lemma 5. Jede einfache algebraische Erweiterung einer Gruppe H entsteht durch 
(innere oder äußere) Adjunktion zur Gruppe H einer Wurzel einer in H unlösbaren Gleichung 
pxz=h,€H (h,#0, p Primzahl) '). 


?) Im Sinne von Lemma 5 und Satz 2 entspricht die einfache algebraische Erweiterungsgruppe dem 
von H. Hasse eingeführten Begriff des ‚„Stammkörpers‘“‘ (siehe [7], Bd. 2, S. 69), der einer der wichtigsten 
Fundamentalbegriffe der Körpertheorie ist. Die Rolle des bei der Konstruktion des Stammkörpers auf- 
tretenden irreduziblen Polynoms übernimmt in der Gruppentheorie das Paar p, h,. Die Analogie ist aber nicht 
vollkommen, da zwischen dem Grundkörper und einem Stammkörper sehr wohl ein echter Zwischenkörper 
vorhanden sein kann. 
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Sei nun H=+{0} eine Untergruppe der Gruppe @. Wir bilden eine Kette (2) aus 
Untergruppen von @ derart, daß jede Gruppe A, eine einfache algebraische Erweiterungs- 
gruppe der vorangehenden ist (falls A keine Limeszahl ist; sonst definieren wir H, als 
die Vereinigungsmenge aller vorangehenden H,). Wird diese (im allgemeinen trans- 
finite) Kette möglichst weit fortgesetzt, so ist die Vereinigungsmenge B sämtlicher AH, 
aus der Kette nach Lemma 2 eine algebraische Erweiterungsgruppe von H und zwar 
eine solche, die keine einfache algebraische Erweiterung in @ besitzt. Eine solche ‚‚maxi- 
male‘‘ algebraische Erweiterung B von H in @ ist durch die folgende Eigenschaft ge- 


kennzeichnet: 


(10) p!b in B ist gleichwertig mit p/b in @ (b€ B, p Primzahl). 


Dies ist nämlich nach Lemma 5 die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß 
die Gruppe B keine, durch innere Adjunktion entstehende, einfache algebraische Er- 
weiterung in G (d.h. keine in @ liegende algebraische Erweiterung überhaupt) besitzt. 


Damit haben wir bewiesen: 


Satz 1. Jede Erweiterung G einer Gruppe H enthält eine maximale algebraische Er- 
weiterungsgruppe B von H, und zwar sind alle solchen Gruppen B durch die Eigenschaft (10) 
gekennzeichnet. 

Ist nun @ selbst eine algebraische Erweiterung von H, so läßt sich B=@ beweisen. 
Gesetzt nämlich, es sei B(2. H) eine echte Untergruppe von @, so ist @ nach Definition 2 
eine algebraische Erweiterungsgruppe von B. Dann gilt für jedes Element g€@ mit 
y&B eine Gleichung 

ng=b=-0 (b€B), 


‚ 


und folglich für ein geeignetes Vielfaches g’=mg von g: 

g#B, pg’=b  (p Primzahl). 
Daher ist {B,g’} eine einfache algebraische Erweiterungsgruppe von B in G, was nach 
der Konstruktion von B ein Widerspruch ist. Mithin ist in Wahrheit B=@G. Es gilt also 


Satz 2. Jede algebraische Erweiterung einer Gruppe H läßt sich durch eine Kette (2) 
von nacheinanderfolgenden einfachen algebraischen Erweiterungen aufbauen. 

Da andererseits nach Lemma 2 jede so entstehende Erweiterung der Gruppe H 
algebraisch über H ist, wird durch Satz 2 und Lemma 5 ein vollständiger Überblick 
über alle möglichen algebraischen Erweiterungen einer Gruppe ermöglicht. Ein anderes — 
in praktischer Hinsicht wichtiges — Kriterium für die algebraischen Erweiterungen 


ergibt sich aus 


Lemma 6. Eine Erweiterung G der Gruppe H ist dann und nur dann algebraisch über 
H, wenn folgende Bedingungen erfüllt sind: 

l. Jedes Element von Primzahlordnung in G gehört zu H. 

2. Die Faktorgruppe @/H ist eine Gruppe ohne Elemente 0-ter Ordnung. 


Nehmen wir zuerst an, daß die Bedingungen 1. und 2. erfüllt sind. Ist das beliebige 
Element g in @ ein Element positiver Ordnung, so ist ein Vielfaches von g ein Element 
von Primzahlordnung und gehört nach 1. zur Gruppe H. Hat andererseits g die Ordnung 0, 
so liegt nach 2. ein Vielfaches (+ 0) von g in H. Damit ist gezeigt, daß @ algebraisch 
über H ist.— Ist dagegen die Bedingung 1. nicht erfüllt, so ist jedes Element von Prim- 
zahlordnung in @, das nicht zu H gehört, transzendent über H. Ist andererseits 2. nicht 
erfüllt, so ist jedes Element in einer Nebenklasse von @ nach H, die in der Faktor- 
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gruppe @/H die Ordnung 0 besitzt, transzendent über H. In beiden Fällen ist also @ eine 
transzendente Erweiterung von H. 

Die algebraisch abgeschlossenen Gruppen sind durch das folgende Lemma gekenn- 
zeichnet: 


Lemma 7. Eine Gruppe A ist dann und nur dann algebraisch abgeschlossen, falls 
jede Gleichung ne=a€ A in A lösbar ist. Damit gleichbedeutend ist die Gültigkeit von 
pA=A für jede Primzahl p®). 


Ist nämlich die Gleichung nx=«a für jede ganze Zahl n und für jedes Element | 


a€ A in A lösbar, so gilt nA=A (n=1,2,3,...). In diesem Fall ist A nach Satz 2 und 
Lemma 5 keiner algebraischen Erweiterung fähig, mithin ist A algebraisch abgeschlossen. 
— Gibt es andererseits eine Primzahl p, für die pA # A gilt, so ist die Gleichung pr=a 
mit a€ A,a&pA in A unlösbar. Folglich ergibt sich durch (äußere) Adjunktion einer 
Wurzel dieser Gleichung zu A eine echte algebraische Erweiterung der Gruppe A, die 
also in diesem Falle nicht algebraisch abgeschlossen ist. 

Nach Lemma 7 sind R und Z(p®) algebraisch abgeschlossene Gruppen. Dann sind 
aber alle direkten Summen vom Typ 


(11) ZzZpP)+ZER 


algebraisch abgeschlossen. Wir werden in $ 4 sehen, daß durch die Gruppen (11) schon 
alle möglichen algebraisch abgeschlossenen Gruppen erschöpft sind. 


83. Maximale Systeme algebraisch unabhängiger Elemente. 


Ein algebraisch unabhängiges System U=(a,,a,,...) aus Elementen einer Gruppe 
G sollte im üblichen Sinne maximal in @ genannt werden, falls jedes Element b von 6 
algebraisch abhängig von U ist, d. h. einer Gleichung (4) genügt. Gibt es in @ ein solches 
System U, so könnte man versuchen, die Invarianz der Mächtigkeit von U nach der 
klassischen Methode von Steinitz zu beweisen. Davon kann aber in diesem Falle keine 
Rede sein, da der van der Waerdensche Grundastz 3 (siehe [18], S. 210) — der zur An- 
wendung des Austauschsatzes unentbehrlich ist — für die in Definition 3 erklärte 
algebraische Abhängigkeit ungültig ist. Das läßt sich schon durch das einfache Beispiel 
in $ 1 zeigen, bei dem nämlich b algebraisch abhängig von dem System (a+b, —a) ist, 
und die Elemente des letzteren algebraisch abhängig von dem Element pa sind, ohne 
daß b algebraisch abhängig von pa wäre. In der Tat ist die Anzahl eines im obigen Sinne 
maximalen Systems algebraisch unabhängiger Elemente einer Gruppe keineswegs eindeutig 
bestimmt. Im Falle der Gruppe Z(6)={c} ist nämlich sowohl (c), als auch (2c, 3e) ein 
maximales System algebraisch unabhängiger Elemente in der Gruppe. 

Um diese Schwierigkeiten zu überwinden, müssen wir die maximalen Systeme 
algebraisch unabhängiger Elemente einer Gruppe auf eine andere Weise definieren. Dazu 
haben wir aber vorher einige andere Begriffe einzuführen. 


Definition 8. Ein System von Elementen einer Gruppe heißt normal, wenn es aus 
lauter Elementen von Primzahlpotenzordnung und von (-ter Ordnung besteht. 

Hat ein Element c einer Gruppe die positive Ordnung p%:--- pfr (wobei P, ---» Pr 
verschiedene Primzahlen sind), so gibt es bekanntlich eindeutig bestimmte Elemente c, 
von der Ordnung p“ in der Gruppe derart, daß c=c,+ ---+.c, gilt. Diese Elemente 
Cs +++, 6, — die übrigens lauter Vielfache von c sind — nennen wir die Glieder der p-Zer- 

8) R. Baer nennt die algebraisch abgeschlossenen Gruppen ‚komplett‘ [3], und definiert diese Gruppen 
@G durch die Eigenschaft nG=@ (n=1, 2,3, ...). 
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lgung von c. Indem man ein Element von Primzahlpotenzordnung bzw. von (-ter 
Ordnung als das einzige Glied seiner p-Zerlegung betrachtet, gelangt man zur 


Definition 9. Für eine Menge M aus Elementen einer Gruppe heißt die Menge M*, 
bestehend aus den Gliedern der p-Zerlegungen sämtlicher Elemente von M, die zu M 
gehörige normale Menge. 

In den folgenden Untersuchungen (dieses $ 3) bezeichnet H eine beliebige, be- 
stimmte, echte Untergruppe einer gegebenen Gruppe @. Ein besonders wichtiger Spezial- 
fall ist 4={0). Sei U=(a,,a,,...) ein über H algebraisch unabhängiges System 
(im Sinne der Definition 4) von @. Dann gilt 


Lemma 8. Für ein System U über H algebraisch unabhängiger Elemente von G ist 
die zugehörige normale Menge U* gleichfalls algebraisch unabhängig über H; somit ist U* 
ein normales System algebraisch unabhängiger Elemente von G über H. 

Da nämlich die Glieder der p-Zerlegung Vielfache des zerlegten Elementes sind 
und andererseits eine Basis der durch das zerlegte Element erzeugten zyklischen Gruppe 
bilden, folgte aus einer Gleichung (5) mit nicht lauter verschwindenden Gliedern n,a,(a,€ U*) 
eine ebensolche Gleichung mit a,€ U, was nach der Definition von U unmöglich ist. 


Definition 10. Die einzelnen Teilsysteme N,, bestehend aus allen Elementen von 
p-Potenzordnung eines normalen Systems N über H algebraisch unabhängiger Elemente 
von ( — wobei p eine feste Primzahl oder 0 ist —, heißen die p- Bestandteile des Systems N. 


Definition 11. Ein System U über H algebraisch unabhängiger Elemente von @ 
heißt über H vollständig in G, wenn jedes Element von @ algebraisch abhängig von U 
über H [d. h. algebraisch über der Gruppe (6)] ist. — Ein normales System N über H 
algebraisch unabhängiger Elemente von @ heißt über H p-vollständig in @, wenn jedes 
Element von p-Potenzordnung der Gruppe @ algebraisch abhängig von dem p-Bestand- 
teil N, des Systems N über H (d.h. algebraisch über der Gruppe {H, N,}) ist. Dabei 
ist p eine Primzahl oder 0. 


Bemerkung. Aus den vorangehenden Definitionen ergibt sich im Falle H={0} 
die Erklärung eines normalen, eines vollständigen und eines p-vollständigen Systems al- 
gebraisch unabhängiger Elemente der Gruppe G (im Sinne der Definition 3). 


Lemma 9. Für ein normales System N über H algebraisch unabhängiger Elemente 
von @ sind die beiden Aussagen 

x) N ist über H vollständig in G, 

ß) N ist über H p-vollständig in G für jedes p (=0,2,3,5,... 
gleichbedeutend. 

Aus a) folgt $). Ist nämlich N=(a,,a,,...) ein normales und in @ vollständiges 
System über H algebraisch unabhängiger Elemente von @, so gilt für jedes Element b 
von @ eine Gleichung 


(12) nb=n,a+n,0a+'"+h+0 (h€ H). 


Für ein Element b von p-Potenzordnung mit p>0 können nun in (12) nur solche a, 
„wirklich“ auftreten, deren Ordnungen Potenzen von p sind. (Dies folgt aus der Defini- 
tion des Systems N und aus der Tatsache, daß die linke Seite von (12) durch eine Potenz 
der Primzahl p annulliert wird.) Das bedeutet aber, daß b algebraisch über {H, N,} 
ist. — Ist dann 5b ein Element der Ordnung 0, so können die in (12) eventuell auftreten- 
den Glieder n,a, von positiver Ordnung durch Multiplikation beider Seiten von (12) mit 
einer passenden ganzen Zahl zum Verschwinden gebracht werden. Die so erhaltene 
Gleichung zeigt, daß b algebraisch über {H,N,} ist. 
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Andererseits ist x) eine Folge aus ß). Seinämlich N =(a,, a,, ...) ein normales und 
in @ für jedes p (= 0, 2, 3,5, ...) p-vollständiges System über H algebraisch unabhängiger 
Elemente von G. Wir zeigen, daß für jedes Element b€@ eine Gleichung (12) besteht. 
Offenbar braucht nur der Fall betrachtet zu werden, daß b eine positive Ordnung hat, 
die keine Primzahlpotenz ist. Dann hat aber ein geeignetes Vielfaches b’=mb von b 
eine Primzahlpotenzordnung und somit gilt nach Voraussetzung eine Gleichung (12) 
für b’ anstatt b. Folglich genügt auch b einer Gleichung (12). Damit ist der Beweis von 
Lemma 9 beendet. 


Definition 12. Ein System U=(a,,a,,...) über H algebraisch unabhängiger 
Elemente der Gruppe @ heißt maximal in G, wenn folgende Bedingung erfüllt ist: 
Streicht man irgendein Element a, aus U und ersetzt es durch zwei beliebige Elemente 
der Gruppe @, so ist das so erhaltene System immer algebraisch abhängig über H. 


Bemerkung. Im Falle 7={0} ergibt sich daraus die Definition eines maximalen 
Systems algebraisch unabhängiger Elemente in G. 


Lemma 10. Ein System U=(a,,a,,...) über H algebraisch unabhängiger Elemente 
von G ist dann und nur dann maximal in G, wenn es ein normales und über H vollständiges 
System in @ ist. — Gleichbedeutend damit ist: G ist eine algebraische Erweiterung der Gruppe 
(6), wobei 


(13) {0} = {a} + {ay+ 


eine normale Zyklensumme ist. — Im Spezialfall H= {0} ergibt sich daraus: U ist dann 
und nur dann ein maximales System algebraisch unabhängiger Elemente in G, wenn @ eine 
algebraische Erweiterungsgruppe der normalen Zyklensumme (13) ist. 

Um Lemma 10 zu beweisen, nehmen wir zuerst an, daß U ein maximales System 
über H algebraisch unabhängiger Elemente in @ ist. Wir zeigen, daß U dann ein normales 
und über H vollständiges System in @ ist. Sei b ein beliebiges Element von @. Ersetzt 
man in U das Element a, durch das Paar a,, b, so folgt aus Definition 12, daß b algebraisch 
abhängig von dem System U über H ist. Somit ist U ein über H vollständiges System in 
@. Hätte andererseits ein Element in U die positive Ordnung pt: --- Pf (r> 2), so ließe 
sich dieses Element in U durch die Glieder seiner p-Zerlegung ersetzen, ohne daß dadurch 
nach Lemma 8 die algebraische Unabhängigkeit der Elemente von U über H zerstört 
würde. Mithin ist bewiesen, daß U ein normales System ist. 

Sei nun andererseits N ein normales und in @ vollständiges System über H 
algebraisch unabhängiger Elemente von @. Wir zeigen, daß N dann maximal in @ ist. 
Angenommen, diese Behauptung sei falsch, dann läßt sich ein Element a in N durch 
zwei Elemente c,d von @ ersetzen, und zwar so, daß .das entstehende neue System N’ 
gleichfalls algebraisch unabhängig über H ist. Wegen der Vollständigkeit des Systems N 
über H in G@ sind c und d algebraisch abhängig von dem System N über H, d.h. es be- 
stehen Gleichungen 


(14) rc=na+"+r,a,th=#+0 (h €eH, € N,i=1,..., m), 
(15) sd=3a+,+3s,a,+h’"#0 (h’EeH,aEeN,j=l,...,n), 


mit lauter von 0 verschiedenen Gliedern r,a‘, s,a,. Das aus N gestrichene Element a muß 
sowohl unter den a; als auch unter den a, vorkommen, denn andernfalls würde (14) 
oder (15) eine algebraische Abhängigkeit zwischen Elementen des neuen Systems N’ 


über H bedeuten, was nach der Annahme unmöglich ist. Sei also etwa 


(16) a=a =a. 
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Ist dann t=r,u=s,v das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen r,,s,, so ergeben 
sich aus (14) und (15) mit Rücksicht auf (16) die Gleichungen 


(17) ruc=ta+r,Ua, + -+r„ua,+uh', 
(18) svyd=ta+8,va, + '-+3,va,+vh”. 


Wir zeigen, daß dabeita=+0 ist. Hat nämlich a die Ordnung 0, so folgt dies trivialer- 
weise aus 7,0, = 7,04 #0, 8a, =8,4 #0. Ist andererseits aein Element von der Ordnung 7* 
(p Primzahl), so folgt aus r,a +0, s3a=+0 die Gültigkeit von p*/r,, pfs, und mithin 
auch von p*#t. Es gilt also in jedem Falle ta+0. Daraus folgern wir auf Grund 
der algebraischen Unabhängigkeit des Systems N über H, daß die linken Seiten der 
Gleichungen (17) und (18) nicht verschwinden können. Subtrahiert man also diese 
Gleichungen voneinander, so erhält man eine Gleichung, die eine algebraische Abhängig- 
keit zwischen Elementen des Systems N’ über H zum Ausdruck bringt. Das widerspricht 
unserer Annahme; damit ist der Beweis von Lemma 10 vollendet. 


Nun sind wir in der Lage, folgenden Satz zu beweisen: 


Satz 3. Jede Gruppe G enthält ein maximales System über H algebraisch unabhängiger 
Elemente, wobei H eine beliebig vorgeschriebene echte Untergruppe von G ist. Und zwar läßt 
sich irgendeine Menge N, über H algebraisch unabhängiger Elemente von G durch Hinzunahme 
einer geeigneten Menge von Elementen immer zu einem maximalen, über H algebraisch un- 
abhängigen System N in G@ ergänzen, sofern N, nur aus Elementen von p- Potenzordnung 
(p=0,2,3,5,...) besteht. — Im Spezialfall H={0} ergibt sich daraus: Jede Gruppe G 
enthält ein maximales System algebraisch unabhängiger Elemente, und zwar liegt jedes 
algebraisch unabhängige normale System (insbesondere jedes Element von p- Potenzordnung) 
der Gruppe G in einem solchen maximalen System von G. 


Der Beweis ergibt sich leicht aus Lemma 8 und Lemma 10. Ist das gegebene System 
N, nicht vollständig über H in @, so läßt sich N, durch Hinzunahme einer (im allgemeinen 
transfiniten) Folge von Elementen der Gruppe @ zu einem vollständigen System U über 
H algebraisch unabhängiger Elemente in @ erweitern. Bildet man dann im Sinne von 
Definition 9 das zum System U gehörige normale System U*= N, so ist N nach Lemma 8 
ein normales System über H algebraisch unabhängiger Elemente von @. Andererseits 
ist das System N laut Konstruktion auch vollständig über 7 in@, mithin (nach Lemma 10) 
ein maximales System über H algebraisch unabhängiger Elemente in @, welches die 
gegebene Menge N, umfaßt. Damit ist Satz 3 bewiesen. 


Bemerkung. Nach Satz 3 ist jede abelsche Gruppe eine algebraische Erweiterungs- 
gruppe einer Gruppe vom Typ (13), d.h. einer Zyklensumme. Daraus ergibt sich ein 
prinzipiell sehr einfacher Weg zur Konstruktion aller möglichen abelschen Gruppen ‚‚von 
unten her‘, da sowohl die Struktur der Zyklensummen als auch die durch Satz 2 und 
Lemma 5 vorgeschriebene Methode für die Konstruktion der algebraischen Erweiterungs- 
gruppen die denkbar einfachsten sind. Im $4 wird sich zeigen, daß andererseits jede 
abelsche Gruppe Untergruppe einer Gruppe vom Typ (11) ist. Dadurch eröffnet sich 
ein scheinbar ebenfalls sehr einfacher Weg zur Konstruktion aller möglichen abelschen 
Gruppen „von oben her‘. Trotzdem ergibt sich leider aus diesen Resultaten bei dem 
heutigen Stand unserer Kenntnisse keine Möglichkeit zur Lösung des allgemeinen Struktur- 
problems der abelschen Gruppen. 


Satz 4. Ist K eine Untergruppe der Gruppe G, so ist ein maximales System algebraisch 
unabhängiger Elemente in der Gruppe K dann und nur dann ein solches auch in G, wenn 
G eine algebraische Erweiterung von K ist. 
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Sei nämlich @ eine algebraische Erweiterung von K und U ein maximales System 
algebraisch unabhängiger Elemente in X. Dann ist X nach Lemma 10 algebraisch über 
der Gruppe {U}, folglich ist (nach Lemma 1) auch @ algebraisch über {U}. Wiederum 
nach Lemma 10 ist also U ein maximales System algebraisch unabhängiger Elemente 
in @. Ist andererseits @ nicht algebraisch über X, so ist jedes über X transzendente 
Element von G@ auch über {U} transzendent. Dann ist aber U nach Lemma 10 kein 
maximales System in @. 

Auf Grund des Satzes 3 beweisen wir nun 


Satz5. Jede Erweiterung einer Gruppe kann in eine rein transzendente und eine 
darauffolgende rein algebraische Erweiterung zerlegt werden. 

Sei nämlich @ eine beliebige Erweiterung der Gruppe H und U=(a,,Q,,...) ein 
(nach Satz 3 gewiß vorhandenes) maximales System über H algebraisch unabhängiger 
Elemente in G@. Dann ist die Gruppe (6) nach Definition 4 und 5 eine rein transzendente 
Erweiterung von H. Andererseits ist die Gruppe@ nach Lemma 10 eine algebraische 
Erweiterung von (6). Daraus folgt die Richtigkeit des Satzes 5. 


Bemerkung. Die im Satz 5 hervortretende Analogie mit der Körpertheorie geht 
noch weiter. In $5 werden wir nämlich zeigen, daß die Mächtigkeit eines maximalen 
Systems über H algebraisch unabhängiger Elemente in @ durch die beiden Gruppen H 
und @ eindeutig bestimmt ist. Diese Mächtigkeit nennen wir dann den Transzendenzgrad 
der Erweiterung @ über H. 


Lemma 11. Ist @ eine algebraische Erweiterungsgruppe der direkten Summe A+B 
mit algebraisch abgeschlossener Gruppe A, so gilt auch für G eine direkte Zerlegung 


(19) G=A+B' 
mit BCB'. 


Nach Satz 2 genügt es, Lemma il für den Fall zu beweisen, daß @ eine einfache 
algebraische Erweiterung der Gruppe A+ B ist. Dann entsteht aber @ durch Adjunktion 
eines Elementes c zur Gruppe A+B derart, daß pc€e A+B,d.h. 


(20) pc=a+b (a€EA,beB, c$A+B) 
mit einer Primzahl pgilt. Da A algebraisch abgeschlossen ist, besteht ferner eine Gleichung 
pa=a mit aE€A. 
Daraus und aus (20) folgt die Gleichung 
(21) p(c—a')=b. 


Durch Adjunktion der Elemente c—a’ zur Gruppe B entsteht also eine einfache Erwei- 
terung B’ der Gruppe B, die zusammen mit A die Gruppe @ erzeugt, da ja 


(22) {A, B}={A,B,c}=G 
gilt. Andererseits läßt sich 
(23) An B'={0} 


beweisen. Aus der Ungültigkeit von (23) folgte nämlich eine Gleichung 
(24) b,+r(c—-a)=a #0 (EA, b,€B), 
wobei wegen (21) und An B={0} 


ptr 
ist. Dann aber folgte aus (20) und (24) ce A+B im Widerspruch zur Wahl des Ele- 








in 
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mentesc. Aus den somit bewiesenen Behauptungen (23) und (22) ergibt sich die Richtig- 
keit von (19), w. z. b. w. 

Mit Hilfe von Lemma 11 gewinnen wir nun einen Satz von Baer°), der sich durch 
seine vielen Anwendungen als so wichtig erwiesen hat: 


Satz 6 (von Baer). Eine Gruppe A ist dann und nur dann algebraisch abgeschlossen, 
wenn sie nur direkte Erweiterungen zuläßt. 

Sei nämlich A eine algebraisch abgeschlossene Gruppe und @ eine beliebige Erwei- 
terung von A. Nach Satz 5 und Lemma 3 ist G@ eine algebraische Erweiterung einer Unter- 
gruppe A+B. Folglich ist G nach Lemma 11 eine direkte Erweiterung von A. — Ist 
andererseits die Gruppe A keine algebraisch abgeschlossene Gruppe, so gibt es nach 
Lenma 7 eine Primzahl p und ein Elementa in A derart, daß die Gleichung pxr=a 
keine Lösung in A besitzt. Dann ist aber die durch Adjunktion einer Wurzel dieser 
Gleichung entstehende Erweiterung von A nach dem Beweis von Lemma 4 eine einfache 
Erweiterung, die keine direkte ist. Damit ist der Beweis des Satzes 6 erbracht. 

Für eine wichtige Anwendung in $ 5 beweisen wir hier noch das 

Lemma 12. Sei @ eine beliebige Erweiterung einer Gruppe H und B eine (nach Satz 1 
sicher existierende) maximale algebraische Erweiterung von H in@G. Mit c soll die das Ele- 
ment c von G@ enthaltende Nebenklasse der Gruppe @ nach B bezeichnet werden. Sei ferner 
U=(a,,4s,...) ein maximales System über H algebraisch unabhängiger Elemente in G. 
Dann wird das System U durch a,—a, eineindeutig auf ein maximales System U = (a, ‚@s,...) 
algebraisch unabhängiger Elemente in der Faktorgruppe G/B abgebildet, und zwar werden 
die einzelnen p-Bestandteile des Systems U bei dieser Abbildung genau in diejenigen des 
Systems U übergeführt. 

Den Beweis beginnen wir mit folgender Bemerkung: Aus dem Bestehen einer 
Gleichung 


(25) N,a,+ + n,a,=0 
in @/B folgt das Bestehen der Gleichungen 
(26) ra ana, —=d. 
Das sieht man so ein. Der Gleichung (25) in @/B entspricht eine Gleichung 
N,0,+ + n,a.=beB 
in@. Da B nach Voraussetzung eine algebraische Erweiterung von H ist, besteht im 
Falle 5=+#0 eine Gleichung mb=heH mit h#0, d.h. nach (27) 
mn, ++ mn,.a,=h#+0, 


im Widerspruch zu unserer Annahme über das System U (vgl. Definition 4). Mithin 
muß b=0 sein. Dann folgt aber nach Definition 4 aus (27) in der Tat (26), womit unsere 
Bemerkung bewiesen ist. 

Demnach ist die Abbildung a,— a, offenbar eineindeutig, denn aus einer Gleichung 
a,—a,=( folgte nach obigem a,=— a,=0, was unmöglich ist. Ferner ist a, ein Ele- 
ment von p-Potenzordnung in @/B, vorausgesetzt daß a, ein solches Element in @ ist. 
Das ist im Falle p>0 eine unmittelbare Folge aus der Homomorphieeigenschaft der 
Abbildung c—c. Hat andererseits a, die Ordnung 0 in @, so ist auch a, ein Element 
0-ter Ordnung in G/B, denn aus einer Gleichung na,=0 folgt nach obigem na,=0. 


®) Siehe [2], Theorem 1, 1, S. 766 und [4], Theorem 1, S. 801. 
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Damit ist gezeigt, daß U ein normales System in G/B ist und daß den p-Bestandteilen 


des Systems U diejenigen des Systems U entsprechen. 
Ferner ist das System U algebraisch unabhängig in @/B. Denn aus einer Gleichung 
(25) folgt nach obigem die Richtigkeit von (26), also auch von 


n,4,=*'" zu, =D: 
Es ist also gemäß Lemma 10 nur noch zu zeigen, daß U. ein vollständiges System 


in @/B, d.h., daß jedes Element von @/B algebraisch über der Gruppe 


(28) {a ,0,..3= {a} + {a} +" 
ist. Das sieht man so ein. Sei 9:*+Ö ein beliebiges Element von @/B und g ein Element 
von G@, das in der Nebenklasse g liegt. Da das System U vollständig über H in @ ist, 
besteht für g eine Gleichung rg=h+r,a,+r304,+ #0 mit AREHXC B. Daraus folgt 
einerseits 


(29) {3} n {B, U} +{0), 
andereseits im Falle rg& B 

(30) rgenatr9%+ "#0. 
Letztere Gleichung besagt aber gerade, daß g algebraisch in bezug auf die Gruppe (28) 
ist. Es genügt also, folgendes zu zeigen: Für jedes, außerhalb B liegende Element g von G 


gibt es eine ganze Zahl r mit rge{B,U} und rg& B. Wäre diese Behauptung falsch, 
so gäbe es ein Element g€e@ mit der Eigenschaft 


(31) 9g&B, Hr B={gr {B,U}=- 
Hier ist nach (29) D=+{0}. Es kann auch 
(32) D=({pg}  (p Primzahl) 


angenommen werden, da anderenfalls g durch ein passendes Vielfaches sg ersetzt werden 
kann, für das (32) gilt. Dann ist 


(33) pg=beB. 
Andererseits folgt aus Satz 1 — da B naclı Voraussetzung eine maximale algebraische 
Erweiterung von H in G@ ist — eine Gleichung 

(34) pb'’=b (b’ € B). 
Aus (33) und (34) ergibt sich 

(35) plg—b)=0. 


Wir zeigen nun, daß aus (35) 
(36) {gb} r {B, U} = {0} 


folgt. Sei nämlich t eine ganze Zahl mit der Eigenschaft 
(37) tg—b’)e{B, U}. 

Daraus folgt tge {B, U}, also nach (31) und (32) tge B, p|t. Dann aber verschwindet 
nach (35) das Element t(g—b’) in (37), d.h. (36) ist richtig. Andererseits ist U nach 
Voraussetzung ein maximales System algebraisch unabhängiger Elemente über H in @, 
so daß @ nach Lemma 10 eine algebraische Erweiterung von {H, U} (und um so mehr 
von {B, U}) ist. Das widerspricht (36), und dieser Widerspruch beendet den Beweis 
von Lemma 12. 
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8 4. Algebraisch abgeschlossene Erweiterungen. 


Entsprechend dem Steinitzschen Fundamentalsatz über algebraische Körper- 
erweiterungen gilt für Gruppen der folgende, von Baer herrührende, wichtige Satz: 


Satz 7 (von Baer). Zu jeder Gruppe @ gibt es eine, bis auf äquivalente'®) eindeutig 
bestimmte algebraisch abgeschlossene algebraische Erweiterungsgruppe G. Diese Gruppe G 
ist zugleich die (ebenfalls einzige) engste‘‘) algebraisch abgeschlossene Erweiterungsgruppe 
von G 2). 

Bemerkungen. Aus Satz 7 lassen sich wichtige Folgerungen ziehen. Vor allem sei 
erwähnt, daß dadurch ein gewisser Überblick aller überhaupt möglichen algebraischen 
Erweiterungen einer Gruppe @ ermöglicht wird. Diese Erweiterungen stimmen nämlich 


(im Sinne der Isomorphie über @) nach Satz 7 mit allen Gruppen „zwischen G und @“ 
überein. — Auch die Invarianz des Transzendenzgrades der Gruppenerweiterungen 
werden wir (in $ 5) auf Grund des Satzes 7 beweisen. 


Um Satz 7 zu beweisen, zeigen wir zunächst die Richtigkeit folgender Aussage: 
Für eine algebraisch abgeschlossene Erweiterungsgruppe A einer Gruppe G sind die beiden 
Eigenschaften ‚‚engst‘‘ und ‚‚algebraisch über G“‘ gleichwertig. Sei nämlich A eine beliebige 
algebraisch abgeschlossene Erweiterung von @ und Beine (nach Satz 1 sicher existierende) 
maximale algebraische Erweiterungsgruppe von @ in A. Dann folgt aus Lemma 7 und 
Satz 1, daß jede Gleichung px =be B (mit einer beliebigen Primzahl p) eine Lösung 
in B besitzt. Wiederum nach Lemma 7 ist also die Gruppe B algebraisch abgeschlossen. 
Folglich ist A dann und nur dann eine engste algebraisch abgeschlossene Erweiterungs- 
gruppe vonG@, wenn B=A ist, d. h.-wenn A algebraisch über @ ist. Damit ist die Richtig- 
keit der Bemerkung bewiesen. 


Wir konstruieren nun eine algebraisch abgeschlossene algebraische Erweiterung der 
gegebenen Gruppe G. Für diesen Zweck definieren wir, von @=G, ausgehend, eine 
wohlgeordnete Kette von Gruppen G, folgendermaßen. Sei bereits G, für alle Ordnungs- 
zahlen A < v definiert und » keine Limeszahl. Ist dann @,_, nicht algebraisch abgeschlossen, 
so gibt es nach Lemma 7 eine Primzahl p,_, und ein Element a,_, in G,_, derart, daß die 
Gleichung p,_,2=a,_, keine Lösung in @,_, besitzt. Wir wählen ein solches Paar p,_,,@,_, 
und definieren in diesem Falle G, als diejenige (einfache algebraische) Erweiterung von 


10) Zwei Erweiterungen E, und E, einer Gruppe @ heißen äquivalent (in bezug auf @), wenn es eine 
isomorphe Abbildung von E, auf E, gibt, die jedes Element von @ fest läßt. 

11) „„Engst‘ soll im folgenden immer bedeuten, daß keiner echten Untergruppe der in Rede stehenden 
Gruppe gleichzeitig die übrigen definierenden Eigenschaften zukommen. Es handelt sich also um den Begriff 
„tatsächlich engst‘“‘ (im Englischen „actually smallest‘, vgl. [4]). — Diesem Begriff stellt sich ein anderer 
gegenüber, durch den eine im allgemeinen schwächere Extremaleigenschaft zum Ausdruck gebracht wird. 
Man kann nämlich eine Gruppe @ mit irgendwelchen Eigenschaften als „wesentlich engst“ („essentially small- 
est“, [4]) bezeichnen, falls jede Gruppe mit denselben Eigenschaften notwendigerweise eine zu @ isomorphe 
Untergruppe besitzt. 

12) Die Möglichkeit der Einbettung einer beliebigen abelschen Gruppe in eine algebraisch abgeschlos- 
sene folgt aus einem viel tieferen und allgemeineren Resultat von Baer: [4], Theorem 3, 4, S. 804. In dieser 
Arbeit ist es Baer gelungen, den Begriff der kompletten (= algebraisch abgeschlossenen) Gruppe mit außer- 
ordentlichem Scharfsinn auf abelsche Gruppen mit beliebigem Operatorenring zu verallgemeinern und einen 
Satz mit ähnlichem Inhalt wie Satz 7 auch in diesem allgemeinen Fall zu beweisen. Sein Ergebnis enthält 
den obigen Satz 7 als einfachsten Spezialfall, wo nämlich der Operatorenring der Gruppe @ der „natürliche“, 
d.h. der Ring der ganzen rationalen Zahlen ist. In diesem Spezialfall sagt jedoch Satz 7 etwas mehr aus, da 
ja er nicht nur die Existenz „wesentlich engster‘‘ kompletter Erweiterungen ergibt, sondern sich auf „tat- 
sächlich engste‘‘ Erweiterungen G@ bezieht!!), Indessen hat mir Herr Baer freundlicherweise mitgeteilt, daß 
erim obigen Spezialfall im Besitz eines Beweises für den verschärften Satz 7 ist. 
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G,_,, die durch die (äußere) Adjunktion einer Wurzel x=g, dieser Gleichung entsteht. 
Ist andererseits » eine Limeszahl, so sei G, die Vereinigungsmenge sämtlicher Gruppen 6, 


mit A<v. Dann ist die Vereinigungsmenge!?) @ aller so definierten Gruppen G, eine 
algebraisch abgeschlossene Erweiterungsgruppe von G,=@. Zugleich ist @ nach Lemma 9 
eine algebraische Erweiterung von @. 

Endlich zeigen wir noch die Einzigkeit der so konstruierten Gruppe G. Sei K irgend- 
eine algebraisch abgeschlossene algebraische Erweiterungsgruppe von G. Da K alge- 
braisch abgeschlossen ist, läßt sich nach Lemma 7 eine zu G über @ isomorphe Untergruppe 
K in K finden. Zu dieser Gruppe K gelangt man durch dieselbe Konstruktion, wie zur 


Gruppe G; der einzige (formale) Unterschied besteht darin, daß bei der Bildung der 
Gruppen G,={@G,_,,9,} jeweils in X schon vorhandene Elemente g, adjungiert werden 
(d.h. daß an die Stelle der äußeren Adjunktionen jetzt innere Adjunktionen treten). 
Da andererseits X eine algebraische, d. h. nach der obigen Bemerkung eine engste alge- 


braisch abgeschlossene Erweiterung von @ ist, muß sie selbst mit dieser zu @ über @ 


isomorphen Untergrüppe X übereinstimmen. Damit ist der Beweis von Satz 7 beendet. 


Auf Grund der erhaltenen Ergebnisse können wir nun die Struktur der 
algebraisch abgeschlossenen Gruppen vollkommen überblicken. Sei A eine beliebige 
algebraisch abgeschlossene Gruppe und U=(b,, ba, ..., €; Ca, ...) ein maximales System 
algebraisch unabhängiger Elemente in A, wobei die b, die Elemente positiver Ordnung 
und die c, die Elemente 0-ter Ordnung von U bezeichnen. Dann ist A eine algebraische 
Erweiterung der direkten Summe 


B,+C, mit B,={b}+f{b}+ -- und O,=fc}+tfc}+ ", 


also um so mehr der direkten Summe B-+C,, wobei B die in A enthaltene Torsions- 
gruppe (bestehend aus allen Elementen positiver Ordnung von A) bezeichnet. Dabei ist 
B (infolge der algebraischen Abgeschlossenheit von A) algebraisch abgeschlossen, so daß 
nach Lemma 11 die direkte Zerlegung 


(38) A=B+C (bb... EB; 0,64 ...€O) 


mit einer ebenfalls algebraisch abgeschlossenen torsionsfreien Gruppe € gilt. 

Betrachten wir zuerst den direkten Summanden B. Ist b, ein Element von der 
Ordnung pf', so gibt es nach Lemma 7 in der algebraisch abgeschlossenen Gruppe B 
eine unendliche Elementfolge bW,b®,... mit den Eigenschaften 


(39) pıb\) =, pb? == BD, Re! ?,b*) 7 
Dann ist 


(40) (= 


eine Gruppe vom Typ Z(p?), über die wir am Ende von $ 3 schon bemerkt haben, daß 
sie algebraisch abgeschlossen ist. Andererseits ist B (wegen der Maximaleigenschaft des 
Systems b,, b,,....) eine algebraische Erweiterung der Gruppe {b,,b,,...}, also um so 
mehr der Gruppe {[b,], ba, ...}. Die letztere Gruppe schreibt sich aber in der Form der 


13) Zur Existenz dieser Vereinigungsmenge (im Sinne der axiomatischen Mengenlehre) genügt es offenbar, 
die Existenz der Menge aller Ordinalzahlen v, für welche @, definiert ist, zu beweisen. Dies folgt aber aus der 
Bemerkung, daß diese v sämtlich der durch die Kardinalzahl m von @,=@ bestimmten Zahlklasse angehören. 
Sonst würde es, da jede Erweiterung eine echte ist, ein @, mit einer Kardinalzahl größer als m geben. Dies 
ist aber unmöglich, da keine der Erweiterungen (und folglich auch keine der Vereinigungen) die Kardinalzahl 
erhöht. 
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direkten Summe [b,] + {b,, bz, ...}, da wegen (40), (39) und der algebraischen Unabhängig- 
keit des Systems b,,b,,.- 


[d,] n {b2, da... = {0} 
gilt. Folglich läßt sich B nach Lemma 11 als 
B=[b]+B, (b,,b,,...€ Bı) 


darstellen. Wendet man dieses Verfahren anstatt auf B auf die Gruppe B, an, so ergibt 
sich eine Darstellung 


B=[b,]+[b,]+B, (ba, ...€ B,) 


mit einer das Element b, enthaltenden Gruppe [b,] vom Typ Z(p$°), wenn b, ein Element 
von der Ordnung 75" ist. Auf Grund der Tatsache, daß die so erhaltenen Gruppen 
[6&,]+[b2] + --- (als algebraisch abgeschlossene Gruppen) nach Satz 6 sämtlich direkte 
Summanden von B sind, erhält man durch wiederholte Anwendung dieses Schlusses 
schließlich die Darstellung 


(41) B=[b]+[b)++[b,]+», 


wobei [b,] eine Gruppe vom Typ Z (pf°) ist, wenn [b,] ein Element von der Ordnung p/* ist. 

Wir wollen jetzt den torsionsfreien direkten Summanden C in (38) untersuchen. 
Da C algebraisch abgeschlossen ist, gibt es in C immer eine Lösung x der Gleichung 
rz=sc, (für beliebige ganze Zahlen r,s mit r=+0), und zwar ist diese Lösung eindeutig 
bestimmt (dies folgt daraus, daß C eine torsionsfreie Gruppe ist). Man sieht sogar, daß x 
nur von der rationalen Zahl s/r abhängt. Ordnet man also der Lösung x die rationale 
Zahl s/r zu, so ergibt sich eine eineindeutige Abbildung der Menge aller z€ C', die einer 
Gleichung rx=sc, genügen, auf die additive Gruppe R sämtlicher rationalen Zahlen. 
Überdies ist die Menge der in Rede stehenden x eine Untergruppe [c,] von C und die 
angegebene Abbildung ein Isomorphismus. Durch die vorige Schlußweise ergibt sich 
also die Darstellung 


(42) C=[al+tla)+"+la]+; 


wobei [c,] eine das Element c, enthaltende Gruppe vom Typ R bezeichnet. Die Ergeb- 
nisse (38), (41) und (42) lassen sich folgendermaßen zusammenfassen: 


Satz 8. Zu irgendeinem gegebenen maximalen System U algebraisch unabhängiger 
Elemente in einer algebraisch abgeschlossenen Gruppe existiert eine Zerlegung (11) der 
Gruppe derart, daß jeder direkte Summand Z(p?) bzw. R genau ein Element des Systems 
U enthält und jedes Element von U in einem direkten Summanden enthalten ist. 


Folgerungen aus den Sätzen 7 und 8. Jede algebraisch abgeschlossene Gruppe ist eine 
Gruppe vom Typ (11)'4). — Jede abelsche Gruppe ist isomorph zu einer Untergruppe 
einer Gruppe vom Typ (11). 


85. Rang und Transzendenzgrad. 


Als wichtigste Anwendung der erhaltenen Resultate beweisen wir nun 


Satz 9. Sei H eine Untergruppe der Gruppe G, dann sind die Mächtigkeiten der ein- 
zelnen p-Bestandteile U, irgendeines maximalen Systems U über H algebraisch unabhängiger 
Elemente von G durch die Gruppen G und H eindeutig bestimmt. 


14) Für Torsionsgruppen bzw. für torsionsfreie Gruppen findet man diesen Satz bei Zippin [20], Theo- 
rem 4.3, S.89, und bei Baer [3], S. 69. 
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Definition 13. Die eindeutig bestimmten Mächtigkeiten von U und U, heißen der 
Transzendenzgrad bzw. der p-Transzendenzgrad der Erweiterung G in bezug auf H. Im 
Falle H={0} heißen diese Mächtigkeiten der Rang bzw. der p-Rang der Gruppe @ 5), 

Demnach ist der Rang einer Gruppe immer gleich der Summe ihrer p-Ränge 
(p=0, 2, 3,5,...). 

Bemerkungen. Die algebraischen Erweiterungen einer Gruppe sind dadurch ge- 
kennzeichnet, daß ihr Transzendenzgrad gleich 0 ist. — Hat eine Gruppe @ den p-Rang 0, 
so enthält @ kein Element von p-Potenzordnung. Die Torsionsgruppen haben also 
die definierende Eigenschaft, daß ihr 0-Rang gleich 0 ist. Dagegen sind die torsions- 
freien Gruppen dadurch gekennzeichnet, daß ihr 0-Rang als einziger nicht verschwindet. — 
Übrigens stimmt unser Rangbegriff im Falle torsionsfreier Gruppen mit dem üblichen 
Baerschen '%), im Falle von p-Gruppen mit dem Prüferschen !?) Rangbegriff überein. 
Ferner ist der Rang einer normalen Zyklensumme gleich der Anzahl ihrer Summanden. 
Insbesondere ist der Rang einer endlichen abelschen Gruppe durch die Anzahl ihrer 
Invarianten gegeben. 

Der Beweis des Satzes 9 läßt sich auf den Fall H={0} reduzieren. Diese Reduktion 
wird durch Lemma 12 ermöglicht. Um dieses Lemma anwenden zu können, wählen wir 
eine feste maximale algebraische Erweiterungsgruppe B von Hin@. Ist dann U irgendein 
maximales System über H algebraisch unabhängiger Elemente in @, so ist sein homo- 
morphes Bild U (bei dem natürlichen, in Lemma 12 definierten Homomorphismus von @ 
auf @/B) nach Lemma 12 ein maximales System algebraisch unabhängiger Elemente in 
der Gruppe @/B. Und zwar werden die einzelnen p-Bestandteile des Systems U durch 


die Zuordnung a,—a, eineindeutig auf diejenigen des Systems U abgebildet. Demnach 
ist die Richtigkeit des Satzes 9 im allgemeinen Fall eine Folge aus seiner Richtigkeit für 
die (von der speziellen Wahl des Systems U in G@ unabhängige) Gruppe G=@/B im 
Falle H={0}. 

Es genügt demnach, den Satz 9 im Falle H={0} zu beweisen. Sei @ eine beliebige 
sruppe und U=(a,,q@,,...) irgendein maximales System algebraisch uabhängiger Ele- 
mente in @. Wir konstruieren die (nach Satz 7 eindeutig bestimmte) algebraisch ab- 
geschlossene algebraische Erweiterungsgruppe A von@. Da die Erweiterung A algebraisch | 
über @ ist, folgt aus Satz 4, daß das System U auch in A maximal ist. Nach Satz 8 läßt 
sich also die Gruppe A in der Form (11) derart darstellen, daß eine eineindeutige Beziehung 
zwischen den Elementen des p-Bestandteiles U, von U und den direkten Summanden 
Z(p®) (im Falle p>0) bzw. R (im Falle p=0) von A besteht. Demgemäß haben wir 
folgendes zu zeigen: In einer vorgegebenen Gruppe A vom Typ (11) ist die Mächtigkeit 
der direkten Summanden R bzw. Z(p”) für jede feste Primzahl p durch die Gruppe A 
eindeutig bestimmt. 

Es ist aber der Summand T= $Z(p?) von A als die in A enthaltene Torsionsgruppe 
(bestehend aus allen Elementen positiver Ordnung von A) offenbar eindeutig bestimmt. 
Ferner ist die direkte Summe der Summanden Z(p%) von T (für jede feste Primzahl p) 
eine primäre Komponente von T, und als solche bekanntlich ebenfalls eine eindeutig 
bestimmte Untergruppe von T. Endlich ist wegen $R>2A/T auch der torsionsfreie 
Summand ER von A (als abstrakte Gruppe) eindeutig bestimmt. Es genügt mithin, nur 
noch folgendes zu beweisen: In einer p-Gruppe $Z(p”) und in einer torsionsfreien 


15) Nach körpertheoretischer Analogie läßt sich also der Rang einer Gruppe als ihr „absoluter Trans- 
zendenzgrad‘ erklären. 

16) Vgl. [3]. 

17) Vgl. [9]. 
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Gruppe ZR ist die Mächtigkeit der direkten Summanden Z(r%) bzw. R unabhängig 
von der speziellen Zerlegung der Gruppe. 

Für diesen Zweck betrachten wir zunächst die direkte Summe X mit lauter direkten 
Summanden X von einer unendlichen Mächtigkeit m, wobei X eine bestimmte abzählbar 
unendliche Gruppe ist. Dann hat auch die Vereinigungsmenge der Elemente sämtlicher 
Summanden X von 2X die Mächtigkeit m, und somit gilt dasselbe auch für die Menge 
M der endlichen Teilmengen dieser Vereinigungsmenge. Andererseits ist die Menge der 
Elemente der direkten Summe 2X gleichmächtig mit einer Teilmenge von M, woraus 
folgt, daß m gleich der Mächtigkeit der Gruppe EX ist. Folglich ist die Mächtigkeit der 
direkten Summanden in irgendeiner direkten Zerlegung der Gruppe EX eine Invariante 
dieser Gruppe. Damit ist unsere obige Aussage im Falle, daß 2Z(p®) bzw. ER un- 
endlich viele Summanden besitzt, als richtig erwiesen. 

Sei nun Z(p®)+ ---+Z(p”) eine direkte Summe von m Gruppen, wobei m eine 
natürliche Zahl ist. Diese Gruppe hat genau p”"—1 Elemente von p-ter Ordnung, wo- 
durch die Invarianz der Anzahl m sichergestellt ist. Sei endlich die Gruppe R+ + R 
eine direkte Summe von m Gruppen R. Dann ist diese Gruppe isomorph zu einem m- 
gliedrigen Linearformenmodul über dem rationalen Zahlkörper. Folglich ist m als der 
lineare Rang dieses Moduls durch die Gruppe eindeutig bestimmt. Damit ist der Beweis 
des Satzes 9 beendet. 


8 6. Anwendungen. 
1. Bestimmung aller abelschen Gruppen mit Maximalbedingung '*). 
Satz 10. Für eine abelsche Gruppe G sind folgende drei Bedingungen gleichbedeutend '?): 


x) @G ist eine Gruppe mit endlich vielen Erzeugenden. 
P) @ genügt der Maximalbedingung. 
y) @G ist eine direkte Summe von endlich vielen zyklischen Gruppen. 


Beweis. Aus a) folgt ß). Um dies zu zeigen, sei 

(43) G=fa,,...,6,)}- 
Da unsere Behauptung für n=1 klar ist, brauchen wir nur noch den Fall n>2 zu be- 
trachten, wobei wir die Induktionsannahme machen, daß die Behauptung für n—1 statt 
n schon bewiesen ist. Dann genügt die Gruppe 

(44) H=fa,,..,0.) 
der Maximalbedingung. Sei nun 

(45) K,CK,C.- 


eine unendliche Kette von Untergruppen der Gruppe@. Wir zeigen, daß von einem ge- 
wissen m ab alle Glieder gleich sind: 


(46) KK ,---. 


Für die Kette HN K,CHNK,C -- in H gilt nach unserer Induktionsannahme von 


ı8) Eine Gruppe @ genügt der Maximalbedingung (für Untergruppen), wenn es in jeder Menge von 
Untergruppen der Gruppe @ eine Untergruppe gibt, die in keiner anderen Untergruppe der Menge enthalten 
ist. Gleichbedeutend damit ist: Jede echt zunehmende Folge von Untergruppen in @ bricht nach endlich 
vielen Gliedern ab (siehe [19], S. 53). 

19) Das Gleichbedeutendsein der Bedingungen «) und y) ist der Inhalt des wohlbekannten Hauptsatzes 
für abelsche Gruppen mit endlich vielen Erzeugenden (siehe z. B. [19], $. 87). 
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einerh gewissen k ab: 






HnK,=H0nKam''=D. 
Mithin ergibt sich auf Grund des ersten Isomorphiesatzes®) für ik: 
(47) K/D=K,HrNK,z{H,K,yH. 






{H,K,}/H ist aber Untergruppe der [nach (43) und (44)] zyklischen Gruppe G@/H, die 
der Maximalbedingung genügt. Wegen (47) gilt also von einem gewissen m ab 


KnlD=K.,l/D=, 


woraus die Richtigkeit von (46) folgt. 

Aus ß) folgt y). Genügt nämlich die Gruppe @ der Maximalbedingung, so hat sie 
eine maximale Untergruppe M, die eine direkte Summe von endlich vielen zyklischen 
Gruppen ist: 


(48) M=tb34+ + {bn}- 












Wir zeigen die Richtigkeit von M=@ dadurch, daß wir aus der Annahme 
(49) M<G 








einen Widerspruch zur Maximaleigenschaft von M herleiten. Es sei also (49) gültig. 
Offenbar kann auch angenommen werden, daß die rechte Seite von (48) eine normale 
Zyklensumme ist. Zunächst ist klar, daß @ eine algebraische Erweiterung von M ist. 
Sonst gäbe es nämlich eine echte Obergruppe M-+{c} von M in @ (mit einem über M 
transzendenten Element c von G), im Widerspruch zur Wahl der Gruppe M. Sei also 
H={M,g} eine einfache algebraische Erweiterung von M, so daß nach Lemma 5 (mit 
einer passenden Umnumerierung der b,) 












(50) g4M, 0O#+pgef{b}+'+{b}  (p Primzahl) 
gilt. Wir wählen das Element g so, daß dabei k möglichst klein ausfällt. Dann gilt 

(51) p4s, (i=1,...,k) 
für die Koeffizienten in der Darstellung 

(52) pg=sbh ++ 8,b,; 






da sich etwa im Falle s,=ps, das Element g wegen H={M,g}={M,g—s,b,} und 
?—8b,)=sb ++ 861Ö,, durch g—s,b, [mit einem kleineren Wert von k in 
(50)] ersetzen ließe. Daraus ergibt sich ferner, daß die Elemente b,,..., b, entweder von 
p-Potenzordnung oder von der Ordnung 0 sind. Hätte nämlich b, die Ordnung g‘ (mit 
einer Primzahl qg +), so ließe sich das erzeugende Element der Gruppe {b,} so wählen, 
daß pls, in (52) gilt. Folglich kann durch eine passende Umnumerierung der b, erreicht 
werden, daß für die Ordnung r, von b, 

















(53) 


nb=nb,=. =nb,=0 


gilt. 






Nun gibt es nach (51) ganze Zahlen u, v von der Eigenschaft 









(54) pu+sv=1. 
Somit genügt das Element 
(55) g’=ub,+vg (4 M)®) 


20) Siehe z.B. [18], S. 148. 
21) g’& M folgt aus (50), (52), (55) und p{ v. 
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mit Rücksicht auf (52) der Gleichung 
(56) pg’= pub, +pvg=pub,+v(sbı + "+ 82d,) 
=b+4,b, +. +t.b.- 
Folglich ist 
(57) (9, bd1,...,d3 = {g’, des. »du}- 
Andererseits läßt sich 


(58) Wr Kb + +1] = {0} 
beweisen. Denn ist 

(59) 29’ =2b, +" +2,b,=d 
ein gemeinsames Element der beiden Gruppen in (58), so gilt wegen g’& M und (56) 
z=pz'. Mithin schreibt sich (59) auf Grund von (56) in der Form 

(60) d=pz'g’=z'(b, +t,b,+  +1,5,)=2b, + "+ 2,b;- 
Da aber die Elemente b,,...,b, nach (48) algebraisch unabhängig sind, gilt hier 2’b,=0, 
d.h. 2’ ist ein Vielfaches der Ordnung r, von b,. Folglich ist nach (60) und (53) d=0, 
d.h. (58) richtig. 

Aus (50) und (55) ergibt sich 4={M, g} ={M,, g’}. Andererseits folgt aus (57) und 
(58) 

gb + tb}. 
Ferner gilt 
tt rt +] =, 
denn anderenfalls folgte g’e M. Somit schreibt sich die betrachtete echte Erweiterung 
H={M,g}={M,g’} von M in der Form 
HH} + +tb.) 

was ein Widerspruch zur Maximaleigenschaft von M ist. Damit ist (49) widerlegt, 


d.h. @G=M bewiesen. 
Aus y) folgt x) (trivialerweise). 


2. Bestimmung aller abelschen Gruppen mit Minimalbedingung ?°). 
Satz 11. Für eine abelsche Gruppe @ sind folgende drei Bedingungen gleichbedeutend ??): 


x) G ist eine Torsionsgruppe endlichen Ranges. 

P) @ ist eine direkte Summe von endlich vielen Gruppen Z(pf*); (die p, bezeichnen 
beliebige Primzahlen und es gilt 1<u, So). 

y) @ genügt der Minimalbedingung. 


Beweis. Aus «) folgt 8). Es genügt, die Richtigkeit dieser Behauptung für den Fall 
zu beweisen, daß @ eine p-Gruppe ist, da sich jede Torsionsgruppe endlichen Ranges in 
eine direkte Summe von (endlich vielen) p-Gruppen endlichen Ranges zerlegen läßt. 
Sei also G eine p-Gruppe endlichen Ranges. Es soll gezeigt werden, daß 

(61) G=Z(p") + +Z(p"”) (1su, soo; m<&) 


22) Eine Gruppe G@ genügt der Minimalbedingung (für Untergruppen), wenn es in jeder Menge von 
Untergruppen der Gruppe @ eine Untergruppe gibt, die keine andere Untergruppe der Menge enthält. Gleich- 
bedeutend damit ist: Jede echt abnehmende Folge von Untergruppen in @ bricht nach endlich vielen Gliedern 
ab (siehe [19], S. 52). 

23) Das Gleichbedeutendsein der Bedingungen a) und ß) ist im wesentlichen der Inhalt eines Satzes 
von Prüfer in [9]. 


24* 
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gilt. Den Rang von @ bezeichnen wir mit r. Dann hat G genau p’—1 Elemente p-ter 
Ordnung. Im Falle r=0 (d.h. @={0}) ist nichts zu beweisen. Demnach können wir die 
Induktionsannahme machen, daß die Gültigkeit einer Zerlegung (61) für die kleineren 
Werte von r schon bewiesen ist. Besitzt @ eine Untergruppe P=+{0} von der Eigenschaft 
pP=P, so läßt sich in P eine unendliche, den Gleichungen (1) genügende Folge von 
Elementen c,,c,, ... bestimmen, durch die dann eine Untergruppe Z(p”) in @ erzeugt 
wird. Nach Lemma 7 ist Z(p”) eine algebraisch abgeschlossene Gruppe, so daß auf 
Grund von Satz 6 die direkte Zerlegung 


(62) G=Z(p®) +6’ 


gilt. Die Gruppe @’ hat weniger Elemente p-ter Ordnung und somit einen kleineren Rang 
als @. Folglich ist (61) nach (62) und der Induktionsannahme richtig. 

Im restlichen Teil des Beweises braucht nur noch der Fall betrachtet zu werden, 
daß @ keine Untergruppe P = {0} von der Eigenschaft p P= P besitzt. Wir zeigen, daß 
G in diesem Falle endlich ist, und dann folgt die Gültigkeit von (61) aus dem Hauptsatz 
für endliche abelsche Gruppen, der im Satz 10 enthalten ist. Die Endlichkeit von @ be- 
weisen wir bei der obigen Voraussetzung mit Hilfe einer ähnlichen Induktion nach dem 
Rang r von @ wie oben. Da insbesondere pG eine echte Untergruppe von @ ist, gibt es 
Elemente g in G, für die die Gleichung px=g keine Lösung in @ hat. Sei g, ein solches 
Element von möglichst kleiner Ordnung p* in@G. Dann läßt sich 


(63) {90} ” PG = {0} 
beweisen. In der Tat, aus einer Gleichung pP "= py(gı€@) folgte pP" (a—pdı) = 0, 
d. h. die Existenz eines Elementes g,=9,—pg, von kleinerer Ordnung als p*, für das aber 
die Gleichung px=g, in G ebenfalls unlösbar ist. Dieser Widerspruch zeigt die Richtig- 
keit von (63). Nun folgt aus (63), daß die Gruppe p’@ weniger Elemente p-ter Ordnung 
und somit einen kleineren Rang als @ besitzt. Demnach ist pG auf Grund unserer Induk- 
tionsannahme eine endliche Gruppe. Wäre nun G eine unendliche Gruppe, so gäbe es eine 
natürliche Zahl t(<s) derart, daß p'G endlich, dagegen p'"'G@ unendlich ist. Dann 
aber hätte p'@ ein Element 5, für das 

pa=pa,=""=b 
mit unendlich vielen verschiedenen Elementen a,,a,,... aus p"'G gilt. Mithin wären 
a,—a, (i=2,3,...) unendlich viele verschiedene Elemente p-ter Ordnung in G, was 
wegen der Endlichkeit des Ranges von @ unmöglich ist. Damit ist der Beweis der Endlich- 
keit von G, also auch der Gültigkeit von (61) beendet. 

Aus ß) folgt y). Offenbar genügt es, auch diese Behauptung für den Fall zu beweisen, 
daß G eine p-Gruppe ist. Sei also G@ eine p-Gruppe mit der direkten Zerlegung (61). Wir 
zeigen, daß dann @ der Minimalbedingung genügt. Da dies für m=1 klar ist (jede echte 
Untergruppe einer Gruppe Z(p*) (1 <u<oo) ist nämlich endlich), so betrachten wir nur 
noch den Fall m>1 und nehmen an, daß die Behauptung für m—1 statt m schon 
bewiesen ist. Dann genügt die Untergruppe 


H=Z(p") E- ... +Z(p""-) 


von @ der Minimalbedingung. Von hier an verläuft der Beweis analog wie im ersten 
Abschnitt des Beweises von Satz 10, und zwar gründet er sich auf die Tatsache, daß 
G/H = Z(p"") eine Gruppe mit Minimalbedingung ist. 


Aus y) folgt x). Genügt nämlich @ der Minimalbedingung, so kann @ offenbar kein 
Element 0-ter Ordnung besitzen, denn eine unendliche zyklische Gruppe genügt nicht der 
Minimalbedingung. Mithin ist @ eine Torsionsgruppe, und sie zerfällt in die direkte 
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Summe von p-Gruppen. Diese primären Komponenten von G können wegen der Minimal- 
bedingung nur ın einer endlichen Anzahl auftreten. Schließlich ist jede primäre Kom- 
ponente P von @ eine p-Gruppe endlichen Ranges, denn im entgegengesetzten Falle 
hätte P unendlich viele Elemente p-ter Ordnung, was wegen der Minimalbedingung 
unmöglich ist*4). Damit ist der Beweis des Satzes 11 vollendet. 


3. Endliche homomorphe Bilder unendlicher abelscher Gruppen. 


Satz 12. Eine unendliche abelsche Gruppe besitzt dann und nur dann kein endliches 
homomorphes Bild E = {0}, wenn sie algebraisch abgeschlossen ist. 

Sei nämlich @ eine nicht algebraisch abgeschlossene Gruppe. Dann gibt es nach 
Lemma 7 eine Primzahl p von der Eigenschaft, daß p@ eine echte Untergruppe von @ 
ist. Somit enthält die Faktorgruppe G@/p@ mehr als ein Element, und es gilt nach einer 
früheren Bemerkung *) 

(64) GmG/pG = ZZ(p) Zip). 

Sei andererseits E + {0} ein endliches homomorphes Bild der Gruppe G. Dann ist 
pE für eine geeignete Primzahl p eine echte Untergruppe von E, und mithin ist wegen 
G» E auch p@ eine echte Untergruppe von G. Nach Lemma 7 ist also@ nicht algebraisch 
abgeschlossen. 

Aus Satz 12 ergibt sich unmittelbar der folgende Satz 13 (der neben Definition 6, 
Lemma 7 und Satz 6, 8, 12 die sechste Charakterisierung der algebraisch abgeschlossenen 
Gruppen darstellt): 

Satz 13. Eine Gruppe ist dann und nur dann algebraisch abgeschlossen, wenn sie mit 
ihrer ®-Untergruppe zusammenfällt. 

Die ®-Untergruppe ist nämlich der Durchschnitt der ganzen Gruppe mit ihren 
größten Untergruppen ([19], S. 45). 

Satz 14. Jede abelsche Gruppe besitzt ein homomorphes Bild Z(p) oder Z(p®). 

Ist nämlich die Gruppe @ nicht algebraisch abgeschlossen, so folgt wie oben nach 
(64) GmZ(p) für eine passende Primzahl p. Ist andererseits @ algebraisch abgeschlossen, 
so gibt esauf Grund der Darstellbarkeit von G in der Form (11) eine Primzahl p derart, 
daß eine unendliche Folge von verschiedenen Elementen g,, 93, -.. in@ mit der Eigenschaft 


P9Iı= 9%; P9Ja=9ı>--- 


existiert. Dann hat die Faktorgruppe G/{g,} eine Untergruppe Z(p”), die nach Satz 6 
immer ein direkter Summand ist. Folglich gilt 


GmG/{ge} =Z(p%) + HmZ(p?). 


Aus Satz 14 folgt unmittelbar der 

Satz 15 (von Szelpal). Die Gruppen Z(p) und Z(p”) sind die sämtlichen abelschen 
Gruppen G mit der Eigenschaft, daß jedes homomorphe Bild (mit mehr als einem Element) 
von @ isomorph zu G ist [16]. 


4. Bestimmung der abelschen Gruppen vom Rang 1. 


Eine Gruppe @ hat nach Definition 13 und Lemma, 10 dann und nur dann den 
Rang 1, wenn sie einer der folgenden drei (gleichbedeutenden) Bedingungen genügt: 


Keine Untergruppe von @ ist eine direkte Summe. 


#) Die Elemente p-ter Ordnung einer abelschen Gruppe bilden nämlich mit 0 zusammen eine Gruppe, 
die eine direkte Summe von Gruppen vom Typ Z(p) ist. 
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ß.) Irgend zwei zyklische Untergruppen (=+{0}) enthalten ein gemeinsames Ele- 
ment (+0). (Hier darf „zyklisch‘‘ gestrichen werden.) 

ß,) Für irgend zwei von (0 verschiedene Gruppenelemente g,,9, gibt es ganze 
Zahlen n,,n, mit 2,9, =n,9 #0. 


Es ist klar, daß die Untergruppen der Gruppen R und Z(p”) vom Rang 1 sind. 
Nach Satz 8 ist aber auch die Umkehrung dieser Behauptung richtig: 


Satz 16. Die Untergruppen von R und Z (p”) (für alle p) sind die sämtlichen Gruppen 
vom Rang 1%). 

Dieser Satz ließe sich offenbar auch ohne die in vorliegender Arbeit entwickelte 
Theorie direkt beweisen %). Sein Inhalt rührt von Baer?”) und Prüfer) her, die alle 
torsionsfreien Gruppen bzw. alle p-Gruppen vom Rang 1 bestimmt haben. 


5. Einhüllende Gruppen. 


Definition 14. © sei ein gegebenes System von abelschen Gruppen in beliebiger 
Anzahl. Eine abelsche Gruppe H=H(&) nennen wir eine einhüllende Gruppe für das 
System ©, wenn H, aber keine echte Untergruppe von H, zu jeder Gruppe des Systems & 
eine isomorphe Untergruppe enthält. 

Daß eine einhüllende Gruppe nicht immer existiert, zeigt das triviale Beispiel des 
Systems ©, bestehend aus der einzigen Gruppe Z (0). 


Es ist ein recht schwieriges Problem, ob die einhüllende Gruppe H (&), wenn sie 
überhaupt existiert, eindeutig bestimmt ist oder nicht. In den folgenden Beispielen 
wird sich H(&) immer als eindeutig bestimmt erweisen. 


Besteht das System © aus den sämtlichen zyklischen p-Gruppen Z (pf) (k=1, 2, ...) 
für eine bestimmte Primzahl p, so ist Z(p”) offenbar eine einhüllende Gruppe für © 
(dadurch ist die Bezeichnung Z(p”) gerechtfertigt). 


Satz 17 (von Redei). Z(p”) ist die eindeutig bestimmte einhüllende Gruppe des 
Systems sämtlicher zyklischer p-Gruppen ®). 

Sei nämlich P eine abelsche Gruppe, die selbst, aber keine echte Untergruppe von 
ihr, alle Gruppen Z(p*) (1<k< oo) als Untergruppen enthält. Dann gilt dasselbe für 
die Untergruppe pP von P; mithin muß pP=P sein. Demnach erscheint jedes Ele- 
ment von P iin der Form pc (c€ P); folglich läßt sich in P eine unendliche Elementfolge 
€, €g5 €3, -.. mit der Eigenschaft (1) bestimmen. Wiederum wegen der Minimaleigenschaft 
von P muß dann P mit der durch diese Elementfolge erzeugten Untergruppe überein- 
stimmen, w.z. b. w. 

25) Die Gruppen Z(p%) und R spielen in der Theorie der unendlichen abelschen Gruppen eine aus- 
gezeichnete Rolle und sie erscheinen oft als „Zwillinge“. Außer den Sätzen 8, 14 zeigen dies folgende 
Tatsachen: a) Als Gegenstück zu Satz 15 gilt der Satz: Z(p) und R sind die sämtlichen abelschen 
Gruppen @ mit der Eigenschaft, daß jeder (vom Nulloperator verschiedene) Endomorphismus von @ ein 
Automorphismus ist [13]. — b) Z(p) und Z(p%), sind die sämtlichen nicht-torsionsfreien abelschen 
Gruppen mit nullteilerfreiem Endomorphismenring [14]. — ce) Die Gruppen Z (p%) sind die einzigen unendlichen 
abelschen Gruppen mit lauter endlichen echten Untergruppen [17]. — d) Die algebraisch abgeschlossenen 
Torsionsgruppen, d.h. nach Satz 8 die direkten Summen ZZ (p%), sind die sämtlichen Torsionsgruppen, 
in denen als Additionsgruppen sich ein nicht identisch verschwindendes (kommutatives oder nichtkom- 
mutatives) Produkt der Elemente in keiner Weise so definieren läßt, daß dadurch ein Ring entsteht [15]. 

26) Vgl. [10], Satz 1, S. 20. 

2”) Vgl. [3]. 

28) Vgl. [9]. 

2%) Diesen Satz verdanke ich einer freundlichen mündlichen Mitteilung von Herrn L. Redei. 











sene & 





Ele- 


anze 


ind. 


» aus- 
zende 
schen 
F ein 
schen 
ichen 
senen 
ppen, 
kom- 

[15]. 








Szele, Ein Analogon der Körpertheorie für abelsche Gruppen. 191 


Im folgenden bezeichnen wir mit Z die Faktorgruppe R/{1}, d.h. die additive 
Gruppe der rationalen Zahlen mod 1. (Die Gruppe Z ist offenbar isomorph zur multi- 
plikativen Gruppe sämtlicher komplexen Einheitswurzeln.) Aus der Darstellung 


(65) Z=Z(2°) + Z(3%) + Z(5°) + --- 


folgt unmittelbar, daß Z eine einhüllende Gruppe für das System aller endlichen zykli- 
schen Gruppen ist. Man sieht leicht ein, daß auch diese einhüllende Gruppe eindeutig 
bestimmt ist. Sei nämlich @ eine minimale Gruppe mit der Eigenschaft, daß sie sämtliche 
endlichen zyklischen Gruppen als Untergruppen enthält. Dann gilt dies auch für die 
Untergruppe p@, wobei p eine beliebige Primzahl ist. (Ist nämlich q eine von p verschie- 
dene Primzahl, so ist jede Untergruppe Z(g‘) von G auch in p@ enthalten; p@ enthält 
andererseits auch jede Untergruppe Z(p*) als pK, wobei K eine Untergruppe vom 
Typ Z(?**) der Gruppe @ ist.) Folglich gilt p@=@ für jede Primzahl p; mithin ist 
G als algebraisch abgeschlossene Gruppe eine Gruppe (11). Sie muß für jede Primzahl p 
mindestens einen direkten Summanden Z(p”) enthalten, so daß Z nach (65) eine Unter- 
gruppe von @ ist. Wegen der Minimaleigenschaft von @ gilt also G@=Z. 

Ebenso leicht zeigt man folgende Verallgemeinerung des eben bewiesenen Satzes: 


Satz 18. Die direkte Summe von r Gruppen Z ist die eindeutig bestimmte einhüllende 
Gruppe für das System aller endlichen abelschen Gruppen mit höchstens r Invarianten. 

Das System aller endlichen abelschen Gruppen besitzt keine einhüllende Gruppe, 
da irgendeine abelsche Gruppe, die sämtliche endlichen abelschen Gruppen als Unter- 
gruppen enthielte, nach obiger Schlußweise unendlich viele direkte Summanden Z haben 
müßte. Dann ist sie aber keine minimale Gruppe der gewünschten Eigenschaft. 


Satz 19. Die direkte Summe von r Gruppen R+Z ist die eindeutig bestimmte ein- 
hüllende Gruppe für das System aller abelschen Gruppen, die höchstens vom Rang r sind °°). 
Zum Beweis dieses Satzes führen wir folgende Bezeichnungen ein: 


(66) D,=(R+Z) + + (R+Z), 
(67) D,(p) =Z(p®) + *--+Z(p®%) (p Primzahl, D(0)=R+--+R. 


Dabei stehen auf den rechten Seiten überall r direkte Summanden. Nun zeigen wir, daß 
die Gruppe (66) jede Gruppe, deren Rang die Zahl r nicht übersteigt, als Untergruppe 
enthält. Sei X eine solche Gruppe. Nach den Sätzen 7, 8 besitzt K eine Erweiterung 
vom Typ (11):mit höchstens r direkten Summanden. Dann ist aber diese Erweiterung 
und somit auch X nach (65) und (66) isomorph zu einer Untergruppe von D,. 

Wir zeigen andererseits, daß irgendeine Gruppe H,, die sämtliche Gruppen vom 
Rang r umfaßt, eine Obergruppe der Gruppe 


(68) D.0)+D(2)+D(3)+ "=D, 


ist. Da D, nach Satz 9 keine isomorphe echte Untergruppe enthält, folgt daraus, daß D, 
die eindeutig bestimmte einhüllende Gruppe für das System aller Gruppen höchstens vom 
Rang r ist. Nun aber sind D,(0), D,(2), D,(3), ... sämtlich Gruppen vom Rang r. 
Da sie zugleich auch algebraisch abgeschlossen sind, ist nach Satz 6 jede sie umfassende 
Gruppe H, eine (direkte) Erweiterung ihrer direkten Summe (68). Damit ist der Beweis 
des Satzes 19 beendet. 


3) Diese Gruppe (R+Z)-+ »--+ (R+Z) läßt sich nach (65) auch als diejenige algebraisch abgeschlcs- 
sene abelsche Gruppe charakterisieren, deren p-Rang für jedes p (= 0,2,3,5,...) gleich r ist. 
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6. Bestimmung aller torsionsfreien Gruppen ohne isomorphe echte Untergruppen °!). 


Satz 20. Eine torsionsfreie abelsche Gruppe besitzt dann und nur dann keine isomor phe 
echte Untergruppe, wenn sie die direkte Summe von endlich vielen Gruppen R ist. 

Sei nämlich F eine torsionsfreie Gruppe, die keine zu F isomorphe Untergruppe 
enthält. Dann gilt pFf=F für jede Primzahl p (sonst wäre nämlich pF eine zu F iso- 
morphe echte Untergruppe von F). Somit ist # nach Lemma 7 und Satz 8 eine direkte 
Summe von Gruppen R. Die Gruppe F kann aber nur in endlich viele direkte Summan- 
den R zerlegbar sein, denn im entgegengesetzten Fall hätte sie eine isomorphe echte 
Untergruppe. — Andererseits ist klar, daß die direkte Summe von endlich vielen Gruppen 
R keine isomorphe echte Untergruppe besitzt. Denn eine solche Untergruppe muß wegen 
der Isomorphie ebenfalls algebraisch abgeschlossen sein, und eine algebraisch abgeschlos- 
sene echte Untergruppe der direkten Summe von r Gruppen R hat nach Satz 9 einen 
kleineren Rang als r. Damit ist Satz 20 bewiesen. 
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Über Gruppen mit Verschlingungen. 


Von E. Burger in Frankfurt (Main). 





1. In der Topologie der Mannigfaltigkeiten tritt folgendes algebraische Problem 
auf: & sei eine endliche abelsche Gruppe. Jedem Elementepaar g,,9,€® ist als Ver- 
schlingungszahl V(g,, 9.) eine mod 1 bestimmte rationale Zahl zugeordnet, die folgenden 
Bedingungen genügt: 


(1) V9,92)=Vg., 9): 
(2) Vig+9.9)=Vl9,92)+ Vg» 9), 
(3) zu jedem g+0 aus ® gibt esein g’€e® mit V(g, g’)=0 (mod 1). 


Aus den Bedingungen (1) und (2) folgt leicht, daß die Verschlingungszahl für zwei 
Elemente aus verschiedenen Primärkomponenten von ®& stets gleich Null ist und daß 
in jeder Primärkomponente selbst eine Verschlingungsvorschrift induziert wird. Man 
kann also im folgenden voraussetzen, daß & von Primzahlpotenzordnung p* ist. 

Es erhebt sich nun sofort die Frage nach einer Klassifikation der Verschlingungen 
für eine gegebene Gruppe ®&. Das Klassifikationsprinzip ist klar: Man nennt zwei Ver- 
schlingungen V, und V, von & isomorph, wenn es einen Automorphismus A von & gibt, 
der die beiden Verschlingungen ineinander überführt, d.h. 


V,(9; 99) =Vı(Ag,, Ag;) 
für alle 9g,,98€&. Die Frage nach den verschiedenen Verschlingungen von © hängt 
offenbar zusammen mit der Theorie der ganzzahligen quadratischen Formen mod einer 
Primzahlpotenz. Für eine ungerade Primzahl p ist diese Frage jedoch von Seifert [2]}) 
unabhängig von der Theorie der quadratischen Formen gelöst worden. Hier soll es sich 
dagegen gerade darum handeln, die systematische Einordnung des Problems in die 
Minkowskische Theorie der quadratischen Formen [1] zu untersuchen. Dabei wird dann 
auch der Fall p=2 vollständig erledigt. Auf der anderen Seite ergibt sich hierdurch 
auch für gewisse Begriffe der Minkowskischen Theorie eine Deutung in der Gruppe ®, 
z. B. entsprechen den Hauptrepräsentanten der quadratischen Formen Aufspaltungen 
der Gruppe ® in eine direkte Summe, deren Summanden zyklisch oder direkte Summe 
zweier Zyklen gleicher Ordnung sind, derart, daß die Verschlingung von & in die von- 


einander unabhängigen Verschlingungen der Summanden zerfällt. A 
2. Sei 9,,92,-- -,9„ eine Basis von &. Wir wollen hier und im folgenden die Basen 
immer so anordnen, daß für die Ordnungen p", p", ..., p’* der Basiselemente 


„2%2''" 2», gilt. Offenbar ist wegen der Eigenschaften (1) und (2) die ganze 
Verschlingung bekannt, wenn man die Verschlingungszahlen V(g,, 9.) der Basiselemente 
kennt. Da p”: die höchste vorkommende Ordnung eines Elementes von & ist, müssen 


ı) Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis am Schluß der Arbeit. 
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alle Verschlingungszahlen durch Multiplikation mit 7”: ganzzahlig werden. Man kann 
sie also alle auf den Nenner p’: bringen und schreiben 


(Y;; 9) Fr ®. 


Die Koeffizienten der Verschlingungsmatrix ® sind dann mod p” bestimmte ganze 
Zahlen. ® ist symmetrisch und bei einer linearen Transformation der Basis g,, 93, ::-,9, 
mittels der Matrix X geht ® in ABX’ über. 

Man definiert nun für die n-reihigen ganzzahligen symmetrischen Matrizen © einen 
Äquivalenzbegriff folgendermaßen: ©, und ©, heißen mod p’ äquivalent, wenn es eine 
ganzzahlige Matrix A mit &,=N6,W (mod p) und |A|=#0 (mod p) gibt. 

Dann ist sofort klar, daß zwei isomorphe Verschlingungen von ® bezüglich be- 
liebiger Basen von & mod p”": äquivalente Verschlingungsmatrizen haben; denn 
der Automorphismus, welcher die erste in die zweite Verschlingung überführt, wird 
sicher bezüglich beliebiger Basen von ® durch eine lineare Transformation A mit 
|X]=#0 (mod p) beschrieben. 

Ohne etwas Weiteres von den Bedingungen zu wissen, denen X genügen muß, damit 
es einen Automorphismus von ® vermittelt, kann man auch die Umkehrung des letzten 
Satzes beweisen. Man braucht sogar nicht einmal zu wissen, daß für die Transformations- 
matrix |X|=#0 (mod p) gilt; denn es gilt der 

Satz 1. Seien ®, und ®, die Verschlingungsmatrizen zweier Verschlingungen von & 
bezüglich irgendwelcher Basen von &. Gibt es dann eine ganzzahlige Matrix A mit 
B,=AB,W (mod p"), so sind die beiden Verschlingungen isomorph. 


Beweis. Die Isomorphie zweier Verschlingungen ist offenbar gleichwertig mit der 
Forderung, daß die beiden Verschlingungen bezüglich geeigneter Basen von & identische 
Verschlingungsmatrizen haben. Sei zunächst ®, bezogen auf die Basis g,, 92, -- -» On 
und 3, auf die Basis A,, Aha, ...,A,. Wendet man auf g,,9s; -. ., 9„ die Transformation 
A an, so erhält man ein System von Gruppenelementen g},95, --.,9,, bezüglich deren 
die erste Verschlingung die Verschlingungsmatrix ®, hat. Es genügt daher zu zeigen, 
daß 91,93, .-.,9, wieder eine Basis von & bilden. Man untersucht daher die linearen 
Relationen zwischen den g;. Sei Ex,9;=0 mit gewissen ganzen Zahlen x,, so ist 
V,(&x,9,, 9,)=0 (mod 1) für alle j und daher auch V,(Yx;h,,h,)=0 (mod 1). Dann 
ist aber nach der Eigenschaft (3) der Verschlingungen 

&x,h,=0, d.h. xz,=0 (mod p*) (i=1,2,...,n). 
Läßt man also in $x,g; die Koeffizienten x, je ein volles Restsystem mod p” durch- 
laufen, so erhält man lauter verschiedene Elemente von ®. Es ist also die Ordnung der 
von 91, 95, -- -, 9, erzeugten Untergruppe von & mindestens gleich p"- p’*--- pr =ord ©. 
Also ist 91, 95, ---, g„ ein Erzeugendensystem von ®. 
Die Ordnung von g; ist nun die kleinste natürliche Zahl x, für die 

xV,(g;, 9)=0 (mod 1) 
für alle ge® gilt. Da die g1,9,,...,g, ein Erzeugendensystem von & bilden, ist das 
gleichwertig mit xV,(g,,g;)=0 (mod 1) für alle j oder auch xV,(h,,h,)=0 (mod 1) 
für alle j. Es ist also ord g;= ord h,=p”, und daher gibt es keine nichttrivialen Rela- 
tionen zwischen den g;; denn aus jeder Relation £'x,g;=0 folgt ja, wie oben gezeigt 
wurde, 2,=0 (mod p"). 

Das Weglassen der Bedingung |X|=#0 (mod p) in Satz 1 ist natürlich nur eine 
formale Verschärfung. In Wirklichkeit folgt aus einer Relation ®B,=AB,X’ (mod p") 
zwischen zwei Verschlingungsmatrizen ®, und ®, immer |%|=#0 (mod p), wie sich gleich 
zeigen wird. 
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Jetzt ist also bewiesen der 


Satz 2. Zwei Verschlingungen von & sind dann und nur dann isomorph, wenn ihre 
Verschlingungsmatrizen bezüglich beliebiger Basen von & mod p": äquwivalent sind. 

Natürlich wird hiermit nicht behauptet, daß mit jeder Verschlingungsmatrix ® 
auch alle mod 9" äquivalenten Matrizen Verschlingungen von ® definieren. Das ist 
sicher nicht der Fall. Es ist vielmehr eine weitere Frage, auf die wir zum Schluß eingehen 
wollen, welche Klassen äquivalenter Matrizen überhaupt für gegebenes & Verschlingungs- 
matrizen enthalten und wie sich in diesen Klassen die Verschlingungsmatrizen von den 
Nichtverschlingungsmatrizen unterscheiden. 


3. Um ein volles Invariantensystem für die Verschlingungen von ® anzugeben, 
hat man jetzt nur noch ein volles Invariantensystem für die mod p” äquivalenten sym- 
metrischen Matrizen zu suchen. Ein solches kann man aber mit geringer Mühe aus der 
Minkowskischen Theorie der ganzzahligen quadratischen Formen [1] ablesen. Dazu ist 
jedoch zweierlei zu beachten. 

1. Der von Minkowski benutzte Äquivalenzbegriff mod p* ist enger als der hier 
zugrunde gelegte. Minkowski fordert nämlich für die Transformationsmatrix A noch 
X=1 (mod p‘). Es zeigt sich jedoch, wie man gleich sehen wird, daß die beiden ersten 
Minkowskischen Invarianten gerade ein volles Invariantensystem für den hier vorliegenden 
Äquivalenzbegriff liefern. 

2. Minkowski setzt bei seinen Entwicklungen immer voraus, daß der Modul 2° 
hinreichend groß ist. Genauer: Sei d, der k-te Determinantenteiler von ©, d.h. der 
größte gemeinsame Teiler aller k-reihigen Unterdeterminanten von &, ferner e,=d,/d,_; 
der k-te Elementarteiler, p% die höchste Potenz von p, die in d, aufgeht, p** die höchste 
Potenz von p, die in e, aufgeht, also e,=0,—#,_,. Dann verlangt Minkowski, daß 
t>e, ist. 

Daher beweisen wir jetzt den 


Satz 3. Für jede Verschlingungsmatrix ® von & ist v,>e,(B). 
‚ Zum Beweise zunächst den auch später wichtigen 


Satz 4. Jede Verschlingungsmatrix ® läßt sich durch Übergang zu einer geeigneten 
Basis von & in einen Hauptrepräsentanten mod p”: transformieren. Dabei ist ein Haupt- 
repräsentant eine Matrix folgender Gestalt: Längs der Hauptdiagonale reihen sich ein- 
reihige und zweireihige Kästchen aneinander, alle anderen Elemente sind Null. Das i-te 
Kästchen ist von der Form p“u, mit u,=0 (mod p) bzw. von der Form 

ri ko } B= = 
p E an mit u,=0 (mod p), v,=0 (mod p). 
Für die Vorfaktoren p* gilt u SS'':. 
Beweis. Sei g, das erste Element der Basis von ®. Sei 


V(g,, 91) =u/p”" mit u=#0 (mod p). 
Dann kann man durch Addition eines geeigneten Vielfachen der ersten Zeile (und Spalte) 
die erste Spalte (und Zeile) von ® bis auf das Element selbst ausräumen. Sei beispiels- 
weise V(g,, 9,) = m/p", so bestimme man die ganze Zahl x so, daß 
zu =— p"" m (mod p") 

wird, was wegen u==(0) (mod p) möglich ist. Dabei wird jedenfalls x=0 (mod p*""), 
und daher bleibt das neue System von Gruppenelementen gleichfalls eine Basis von ©. 

Ist aber V (g,, 9,)=v/p" mit v=0 (mod p), so muß es ein weiteres Basiselement 
geben, mit dem g, eine Verschlingungszahl «/p” mit u=#0 (mod p) hat, da anderenfalls 
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die Ordnung von g, kleiner als p’: wäre. Dieses weitere Basiselement hat dann ebenfalls 
die Ordnung 7”, und wir können annehmen, daß schon V(g,, 9.) =u/p”" ist. Sei noch 
V(9.,9.)=m/p". Sei g ein beliebiges Basiselement mit 


Vig, 9) =m,/p", V(g, 9) =m;/p". 
Dann ist das Kongruenzensystem 
x%0 +2, u=—m, (mod p") 
x u+2,m=— m, (mod p") 


wegen vm—u?=# 0) (mod p) lösbar. Man kann also die beiden ersten Zeilen und Spalten 
von ® bis auf ein zweireihiges Kästchen links oben ausräumen. Ist noch ord g=p’, also 
m,=0 (mod p"'""), so wird auch x,=0 (mod p"""), und daher bleibt das neue System 
von Gruppenelementen eine Basis von ©. 

Nach Abspaltung des ersten Einer- oder Zweierkästchens bleibt eine Matrix 
übrig, die für die von den restlichen Basiselementen erzeugte Untergruppe eine Ver- 
schlingung definiert. Nur muß man aus der restlichen Matrix noch den Faktor p’:”: 
bzw. p’'"" herausziehen, da in der Untergruppe die höchste Elementordnung gleich p" 
bzw. p” ist, je nachdem ein Einer- oder ein Zweierkästchen abgespalten wurde. Auf 
diese Restmatrix kann dann das obige Verfahren wieder angewendet werden). 

Man erhält so einen Hauptrepräsentanten ®,, in dem die Vorfaktoren p* durch die 
Gruppe & eindeutig bestimmt sind. 

Andererseits lassen sich für diesen Hauptrepräsentanten die Exponenten ö, leicht 

bestimmen. Es ist nämlich 


=) tm) +t +) (k=1,2,...,n), 


wie man sofort sieht, wenn man die Zweierkästchen durch unabhängige Transformationen 
der Zeilen und Spalten auf die Form 
„[10 
"(oi) 


bringt. Insbesondere wird dann &, (Bz) = ,—2,_ı =n—r,, wegen v„>0 also e,(®Bz)<r.- 
Auf Grund des folgenden Hilfssatzes stimmen aber die Exponenten 0, für eine 
Matrix ® mit denen des Hauptrepräsentanten ®, überein, und damit ist Satz 3 bewiesen. 


Hilfssatz. Seien die n-reihigen Matrizen A, ©, ©, ganzzahlig und 
WSA= ©, (mod pf) mit t>e,(6,) und |A=0 (mod p); 
dann ist 8,(&)=2,(6) für k=1,2,...,n. 


Beweis. Wegen t>e,(6,) ist zunächst, wie man durch Betrachtung der ent- 
sprechenden Unterdeterminanten leicht sieht, 9,(U’ SA) = 2, (6). 

Weiter ist dann bekanntlich 4,(WSA) > 29,(&). Es existiert ferner zu jedem 
natürlichen 7 eine Matrix 4, mit A,A=€ (mod p*), wobei € die Einheitsmatrix be- 
zeichnet. Also wird WUSAA,=6 (mod p'). Wir wählen r>e,(6) und wenden 
wieder die obige erste Bemerkung an. Es folgt ,( UA SAX,) =9,(6). Andererseits ist 
wieder 4,(ÜWSAA,)Z,(W SA), also insgesamt #,(W SA) =#,(&), und der Hilfssatz 
ist bewiesen. 

Nach der ersten Bemerkung beim Beweis des Hilfssatzes sieht man noch speziell, 
daß man von den Exponenten #, und e, der Matrizen ® sprechen darf, auch wenn diese 
nur mod p”: bestimmt sind. 


2) Für ungerades p kann man übrigens mit Einerkästchen allein auskommen. 
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Außerdem folgt, daß die 0,(®) schon durch die Gruppe ® bestimmt sınd. Speziell 
sind also die Zahlen 9, für alle Verschlingungsmatrizen dieselben, d.h. die Determinanten 
aller Verschlingungsmatrizen enthalten p in derselben Potenz. Damit ist auch ersichtlich, 
daß aus einer Beziehung ®,=AB,A’ (mod p”) zwischen zwei Verschlingungsmatrizen 
%, und 3, immer |X=+0 (mod p) folgt. 

4. Ein volles Invariantensystem für die Äquivalenzklassen mod p* bilden nun 
gemäß der Minkowskischen Theorie 


(1) die Zahlen ö, (k=1,2,...,n), 
(2) die Zahlen S{m, pP} (m=1,2,...., pP). 


Die Zahlen S{m, p'} geben dabei die Anzahl der mod p* inkongruenten Lösungen der 
Kongruenz r’&r=m (mod ff) an. 

Daß die 2, Invarianten sind, ist gerade der Inhalt des obigen Hilfssatzes. Ist ferner 

S=WESA (mod p) mit |A=0 (mod p), 

so liefert offenbar jede Lösung von 9’&,9:=m (mod p') eine Lösung r=4Wy von 
r’&r=m (mod p'), und zwei mod p* inkongruente Lösungen liefern wegen || = 0 (mod p) 
wieder mod p* inkongruente. Wegen der Symmetrie der Beziehungen zwischen © und &, 
ist also auch ©, {m, p'}=& {m, pf}. 

Es bleibt also noch zu zeigen, daß zwei symmetrische Matrizen ©, und ©, mit 
ganzzahligen Koeffizienten, die in den ö, und den Lösungszahlen © {m, p'} überein- 
stimmen, im Falle t>e,(&,) äquivalent mod p* sind. Der Vollständigkeit halber sei der 
Minkowskische Beweis hier noch einmal kurz skizziert. 

Wir unterscheiden zwei Fälle: a) die Kongruenz r’&,r=p°u (mod p) ist lösbar 
für ein gewisses u 0 (mod p)®). Dann können offenbar nicht.alle Zahlen in der Spalte x 
durch ? teilbar sein. Daher kann man diese Spalte r zu einer n-reihigen Matrix & mit 
|%|$#0 (mod 2) ergänzen. In %&,% wird dann der erste Koeffizient kongruent 
p” u (mod 7‘). Alle weiteren Koeffizienten sind durch p° teilbar. Daher kann man 
genau wie im Beweis von Satz 4 die erste Zeile und Spalte außer dem Element pru 
durch Äquivalenzumformungen mod p* zu Null machen. Es gibt also eine zu ©, mod p! 
äquivalente Matrix der Form 


PN pro 0 \. 
0 6 
Wegen der Gleichheit der Lösungszahlen für ©, und &, ist aber auch die Kongruenz 
Y©&,r=p”-u (mod p') lösbar. Es gibt daher auch zu ©, eine mod p äquivalente Ma- 


trix der Form 
peu 0 
0 &/ 


Zum Beweis des Satzes ist nun nur noch zu zeigen, daß die Invarianten ö, und die 
Lösungszahlen auch für die Matrizen &f und ©} übereinstimmen. Wegen t>e,(6,) 
sind die Invarianten 2, für die Matrix (*) gleich den 2,(&,). Dann folgt sofort 

4,S)=S)+41E) (k=2%...,n) 
und ebenso #,(&,) =,(&,)-+ 2,_,(&%) und daher 
0,(S7) = 9,(&}) (k=1,...,n—1). 
Insbesondere wird 
&1(8) = &..1&) = (SI) 15) = En) <t. 


°) Für p=+2 liegt, wie man in bekannter Weise zeigt, immer der Fall a) vor. 
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Um die Übereinstimmung der Lösungszahlen für &} und ©} zu zeigen, führt 
Minkowski an Stelle dieser Lösungszahlen die Gaußschen Summen 


nF er ai 
BS(S;hp)= Ze *" =F6fmple " (h=l,....p) 
x mod pt m 


ein, die mit den Lösungszahlen & {m, p'} in umkehrbar eindeutiger Weise zusammen- 
hängen. Diese Gaußschen Summen haben nämlich die bemerkenswerte Eigenschaft, 
bei Zerfällung der Matrix © in Teilmatrizen s-(5 
Gaußschen Summen der Teilmatrizen WA und ® zusammenzusetzen. Daher wird ins- 
besondere 


) sich multiplikativ aus den 


GS(S,, h, p) ae GS((p*u), h, pP) :-G@S( E, h, p) 


und entsprechend für &©,. Für diejenigen h, für die @S((p*u), h, p')+0 ist, folgt 
daher sofort GS(&)=@S8(&). Für p+#2 sind dies alle h, für p=2 gibt es einen Aus- 
nahmewert A,. Für diesen zeigt Minkowski ([1], S. 138ff.) direkt, daß man die Zahl u 
und die Matrizen X so wählen kann, daß auch für diesen Ausnahmewert Ah, die Gaußschen 
Summen von ©} und ©} übereinstimmen. 


b) Jetzt sei die Kongruenz r’&,r=p”u (mod p') für kein «=#0 (mod p) lösbar. 
Wie oben bemerkt, muß dann p=2sein. Wir schreiben daher weiterhin in diesem Falle 2 
statt p. Dann ist jedenfalls die Kongruenz r’&,r= 2°:*!u (mod 2) für eine ungerade 
Zahl v lösbar; denn sind nicht alle Diagonalelemente von ©, durch 2%*+? teilbar, so ist 
das klar. Sind aber alle Diagonalelemente durch 2°%*+? teilbar, so muß ein Element 
@,, (i<k) von ©, genau durch 2° teilbar sein. Durch Addition der k-ten Zeile und Spalte 
zur i-ten Zeile und Spalte entsteht dann in der Hauptdiagonale das Element a,,+ a,.+ 2a,,, 
welches genau durch 2°:*! teilbar ist. In der Spalte x können wieder nicht alle Koeffi 
zienten durch 2 teilbar sein. Daher kann man wie im ersten Falle zu ©, und ©, äqui- 
valente Matrizen angeben, deren erster Koeffizient gleich 2%*+ 1 ist. 


Minkowski zeigt nun ([1], S. 141), daß man noch erreichen kann, daß in der ersten 
Zeile (und Spalte) dieser beiden Matrizen Koeffizienten der Form 2%u, mit ungeraden 
u, vorkommen‘), so daß man links oben in den Matrizen Zweierkästchen der Form 


98, ne u,\ 


uU m) 


erhalten kann. Minkowski zeigt weiter, daß man in beiden Matrizen dasselbe Zweier- 
kästchen bekommen kann ([1], S. 141f.). Dann reduziert man wie beim Beweis von 
Satz 4 die Matrizen auf die Form 


94 (% .) 0 
u m (=1, 2). 
0 & 


Schließlich sieht man genau wie im Falle a), daß die Invarianten ö, und die Lösungs- 
zahlen für die Matrizen & und © übereinstimmen. Für die Zweierkästehen sind die 
Gaußschen Summen für alle A ungleich Null. Damit ist alles bewiesen. 


Da die ö, einer Verschlingungsmatrix schon durch die Gruppe & festgelegt sind, 
gilt also schließlich der 


4) Für Verschlingungsmatrizen ist das offenbar immer von selbst erfüllt. 











an 





n 
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Satz 5. Zwei Verschlingungen V, und V, von & sind dann und nur dann isomorph, 
wenn für ihre Verschlingungsmatrizen ®, und ®, bezüglich beliebiger Basen von & die In- 
varianten B, {m, p"}—=B,{m, p"} sind für alle m=1,..., p". 


5. Zur Berechnung der Invarianten ®{m, p"} bzw. der entsprechenden Gauß- 
schen Summen braucht man nur die Gaußschen Summen für Einer- und Zweierkästchen 
zu kennen. Diese werden bei Minkowski [1], Kap. VIII explizit bestimmt. Aus diesen 
Ausdrücken berechnet Minkowski dann tatsächlich die Gaußschen Summen für be- 
liebige Hauptrepräsentanten. Es zeigt sich schließlich ([1], S. 62) für den Fall einer 
ungeraden Primzahl p, daß diese Invarianten außer von den Ö, nur noch abhängen 


von gewissen quadratischen Restcharakteren (22). Dabei sind die |®,| folgende Deter- 


minanten: Im Hauptrepräsentanten nehme man jeweils alle diejenigen Kästchen zu- 
sammen, die denselben Vorfaktor p* haben (die also zu Basiselementen von ® von 
derselben Ordnung gehören) und lasse diesen gemeinsamen Vorfaktor weg. Auf diese 
Weise entsteht eine gewisse Anzahl von Matrizen ®,, deren Determinanten |®,| == 0 (mod p) 
sind. 

Für eine Verschlingungsmatrix kann man die Charaktere (22) auch unmittelbar 
an jedem beliebigen Repräsentanten ablesen, denn es ist 


en 


Dabei ist A, die der Teilmatrix ®, des Hauptrepräsentanten entsprechende Teilmatrix 
von ®, ebenfalls nach Division durch die höchste Potenz von p, die in allen ihren Koeffi- 
zienten aufgeht. Die zu den Zeilen und Spalten der Matrix W, gehörenden Basiselemente 
von & sind also jeweils diejenigen gleicher Ordnung. Die Übereinstimmung der Charak- 
tere von |®,| und |X,| folgt daraus, daß der Übergang von ® zum Hauptrepräsentanten 
sich nach Satz 4 durch solche elementaren Transformationen erreichen läßt, die den 
Charakter der Determinanten |W,| mod p nicht ändern. 

Für eine Gruppe ungerader Ordnung sind also zwei Verschlingungen dann und nur 
dann isomorph, wenn ihre Determinanten I4;| die gleichen quadratischen Charaktere 
mod p haben. Das ist das Ergebnis, das Seifert [2] unabhängig von der allgemeinen 
Theorie der quadratischen Formen abgeleitet hat. 

Für den Fall p=2 ist das Ergebnis komplizierter. Auch hier kann man natürlich 
die Invarianten ® {m, 2'} bzw. die entsprechenden Gaußschen Summen in jedem Fall 
explizit berechnen durch Zurückgehen auf die Einer- und Zweierkästchen. Sie lassen 
sich jetzt jedoch nicht mehr so einfach durch quadratische Restcharaktere ausdrücken 
wie im Falle +2. Minkowski gibt zwar eine Reduktion auf drei solche Charaktere an 
([1], S. 69f.). Aber einerseits werden dabei über den Modul p* weitere Voraussetzungen 
gemacht, welche im vorliegenden Fall besagen, daß & keine Basiselemente der Ordnung 2 
und 4 haben darf. Andererseits sind diese Charaktere ziemlich komplizierte Bildungen, 
so daß von ihrer expliziten Angabe hier abgesehen werde. 

Aber auch ohne die Kenntnis dieser Charaktere liefert die Minkowskische Theorie 
die vollständige Entscheidung des Isomorphieproblems durch die Invarianten ® {m, pf} 
und das Verfahren, diese Invarianten in jedem vorgelegten Falle in endlich vielen Schritten 
tatsächlich zu berechnen. 

6. Wenden wir uns nun noch kurz zu der Frage, welche Matrizen überhaupt für 
eine vorgegebene Gruppe & eine Verschlingung definieren. Wie wir wissen, kann jede 
Klasse mod p’: äquivalenter Matrizen höchstens eine Verschlingung definieren. Wodurch 
sind die Klassen gekennzeichnet, die tatsächlich eine Verschlingungsmatrix für & ent- 
halten ? 
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Satz 6. Genau die Klassen mod p”: äquivalenter Matrizen enthalten eine Verschlingungs- 


matrix für &, für die die Elementarteiler der Bedingung 


=) + nr) ++) “1% ...,%) 
genügen. 

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung ist nach früherem klar. Hat umgekehrt 
eine Klasse diese Eigenschaft, so betrachte man einen ihrer Minkowskischen Haupt- 
repräsentanten. Seine Vorfaktoren sind dann gerade p’:”"". Er definiert daher eine 
Verschlingung für &. Ist nämlich eine Linearkombination der Zeilen mit Koeffizienten x, 
die Nullzeile, so folgt für ein x,, das zu einem Einerkästchen gehört, sofort x,= 0 (mod p"). 
Für x,,%,,,, die zu Zweierkästchen gehören, folgt entsprechend 


2,0+%;,,u=0 (mod p*) und 2,u+2%;,,m=(0 (mod p") 


und wegen vm—u?=E0 (mod p) daher x,=x,,,=0 (mod p"). 
Gleichzeitig ist damit bewiesen, daß in einer Klasse, die eine Verschlingungsmatrix 
für & enthält, sicher alle Hauptrepräsentanten als Verschlingungsmatrizen auftreten. 
Weiter gilt: 


Satz 7. ® tritt dann und nur dann als Verschlingungsmatrix der Gruppe © auf, wenn 


A, pt Pu? | pr ten 





pre | Drug, | 


& 
Il 


(mod p") 





4 











| 

| 
Te % I PEN, 
l 


p 


ist. Dabei sind die U, die oben in 5 definierten Teilmatrizen, die jeweils zu den Basiselementen 
gleicher Ordnung gehören. p" ist die Ordnung der Basiselemente, zu denen W, gehört. Die 
Sterne * bezeichnen beliebige Matrizen. 


Beweis. Ist ® von dieser Form, so kann man ® wie beim Beweis des Satzes 4 in 
einen Hauptrepräsentanten transformieren, dessen &, = (m, —r,)+ (mn —r,) ++ (mn —r,) 
sind, und dieser definiert nach Satz 6 sicher eine Verschlingung für &. Sei andererseits 
etwa |WU+0,..., 4_,)|#0 und |A,|=0 (mod p), so könnte man wenigstens bis zur 
Matrix W,_, auf Hauptrepräsentantenform transformieren. Dabei geht W, über in eine 
Matrix Af, für die jedenfalls auch |X,|=0 (mod p) ist. Daher könnte man mit Koeffi- 
zienten, die nicht alle =0 (mod p) sind, aus den Zeilen von A* die Nullzeile kombinieren. 
Es gäbe also ein Element der Ordnung 7” in &, das mit allen Basiselementen einer Ord- 
nung >" die Verschlingungszahl Null hat. Dann hätte ein gewisses Multiplum =+0 
von ihm mit allen Elementen von & die Verschlingungszahl Null. 


Literatur VER ichni 
[1] Minkowski, H., Grundlagen für eine Theorie der quadratischen Formen mit ganzzahligen Koeffi- 
zienten. Ges. Abh. I, S. 3—143. 
[2] Seifert, H., Verschlingungsinvarianten. S.-B. Preuß. Akad. d. Wiss. 26/29 (1933), 8.811. 
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Die Anwendung des schiefen Produktes 


in der Gruppentheorie. 


Von L. Redei in Szeged (Ungarn). 


Meinem verehrten Lehrer Leopold Fejer zum 70. Geburtstag 
in warmer Dankbarkeit gewidmet. 





81. Einleitung. 
Aus endlich vielen beliebigen Strukturen!) ©,,...,&, (n21) bilden wir die 
Menge © aller n-dimensionalen Vektoren (a,,...,a,) mit Koordinaten a,€ ©, und delfi- 
nieren in ihr ein Produkt von zwei beliebigen Elementen ganz allgemein durch 


(1) (Qı, »..,@,) (bi ...,d0)= (fir -.-, Fu) (he ©), 


wobei die f,—=f;(@,, ..-, @,, dis ».., d,) beliebig gegebene Funktionen?) von 2n Variablen 
mit Werten aus den ©, bezeichnen. Hierdurch wird © zu einem multiplikativen Bereich 
gemacht, den wir kurz mit &=6&,°''- &, bezeichnen und ein schiefes Produkt der 
Faktoren ©,,..., ©, nennen wollen. Diese Benennung haben wir in Spezialfällen auch 
schon früher gebraucht [6]?). Wir wollen mit ihr darauf anspielen, daß das schiefe 
Produkt offenbar das direkte Produkt (von Gruppen) als Spezialfall enthält, aber auch 
dann nicht kommutativ zu sein braucht, wenn alle Faktoren ©, es sind. 

Weitere Verallgemeinerungen dieses Begriffes liegen auf der Hand. Man kann 
z. B. von einer Teilmenge von © (statt von © selbst) ausgehen. Auch können unendlich 
viele ©,, &,, ... vorgelegt sein. Ferner können in & auch mehrere Operationen nach 
dem Schema (1) erklärt werden. Wenn wir nichts anderes sagen, so halten wir uns in 
dieser Arbeit an die obige Definition. Unser Hauptproblem wird sein zu entscheiden, 
wann ein schiefes Produkt eine Gruppe ist. 

Das Prinzip des schiefen Produktes geht wohl auf Hamilton zurück (weshalb wir 
es auch Hamiltonsches Produkt nennen könnten) und ist ein alltägliches Werkzeug der 
Algebra, um aus gegebenen Strukturen neue Strukturen zu konstruieren. Allerdings 
geschieht das oft so, daß nicht ausdrücklich hervortritt, daß man es mit einem schiefen 
Produkt zu tun hat. Auch kommt es vor, daß verschiedene Autoren voneinander 


1) Unter einer Struktur verstehen wir eine Menge, in der Operationen (z. B. Addition, Multiplikation) 
in beliebiger Zahl definiert sind (z. B. multiplikativer Bereich, Gruppe, Ring usw.). Als trivialer Fall ist auch 
jede Menge als eine Struktur anzusehen. 

2) Eine Funktion soll stets eindeutig sein. 

3) Die Nummern [1] bis [13] verweisen auf das Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit. 

Journa] für Mathematik. Bd. 188. Heft 4. <6 
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unabhängig denselben Typ schiefes Produkt zur Konstruktion von Gruppen verwenden, 
aber die Gruppeneigenschaft jeder für sich gesondert nachweisen, zum Schaden der 
Ökonomie; Beispiele hierfür erfolgen später. In der Richtung der nötigen Systemati- 
sierung wollen wir in dieser Arbeit einige erste Schritte tun. 

Unsere Definition ist so allgemein, daß man kaum an die Erschöpfung aller Fälle 
denken kann; vielmehr werden wir uns hier mit verhältnismäßig bescheidenen Resultaten 
begnügen müssen, die uns aber wertvoll zu sein scheinen. Wir wollen gleich bemerken, 
daß schon durch den Fall n = 1 alle Gruppen erfaßt sind. Denn ist & eine beliebige Gruppe, 
so bezeichne man mit ©, die Menge der Elemente von & und definiere in ©, dieselbe 
Multiplikation wie in &, wodurch man eben ® (als schiefes Produkt S=6&, mit einem 
einzigen Faktor ©,) rekonstruiert hat. Von diesem nichts Neues bietenden (trivialen) Falle 
n= 1 sehen wir im folgenden ab. Um ein nicht-triviales, sehr wichtiges Beispiel zu nennen, 
bemerken wir, daß die (volle) homogene lineare Substitutionsgruppe 2, von k-tem 
Grade über einem Schiefkörper K als ein schiefes Produkt auffaßbar ist. Man bilde näm- 
lich die Menge der regulären k?-Matrizen in K (diese sind k®-dimensionale Vektoren mit 
Koordinaten in X) und definiere in ihr die gewöhnliche Multiplikation der Matrizen, 
indem man die f, als die wohlbekannten Bilinearformen ansetzt.. Das so entstehende 
schiefe Produkt Ko---eK (mit k? Faktoren K) ist dann isomorph zu &,. Hier haben 
wir ein schiefes Produkt im obigen allgemeineren Sinne vor uns, bei dem nur eine Teil- 
menge von © zugrunde liegt. 

In dieser Arbeit beschäftigen wir uns in der Hauptsache nur mit dem Fall n=2. 
Gleich hier wollen wir für diesen Fall einen gewissen Typ schiefes Produkt definieren, 
von dem nebst seinen Anwendungen dann vornehmlich die Rede sein wird. 

Stets sollen @, FT zwei Gruppen mit den Elementen e,a,b,... bzw. &,0,ß,... 
bezeichnen, wobei e, e die Einheiten sind und @ =+e, F=+e gilt. Wir definieren das schiefe 
Produkt®) 5) 


(2) G>F: (a, «) (b, B)= (ab*P*, a’a?P), 
Man beachte, daß (1) für S,=@G, &,=f die Form 


(a, &) (b, )= (f(a, %,b, ß), p(a, o, b, ß)) 
hat, mit Funktionen f(€ @), p(ET) von vier Variablen; somit liegt in (2) ein stark spe- 
zialisierter Fall von &©,°&, vor, bei dem nämlich diese Funktionen aus solchen von 
je zwei Variablen aufgebaut sind. Trotzdem ist (2) immer noch sehr allgemein (siehe 
unten)®). 
Wir nennen GeT k-fach ausgeartet, wenn genau k der vier Relationen 


(3) b°=b, ßB’=e, a=e, a—a 


4) Wir geben Funktionen f(x, y) von zwei Variablen meist in der knappen Operatorschreibweise x’ 
an, die unseren Formeln eine gute Übersichtlichkeit verleihen wird. Wir dürfen x das Grundelement und y 
den Operator nennen. Die beiden Produkte in den Klammern auf der rechten Seite von (2) sind natürlich in 
G bzw. T gemeint, und es versteht sich von selbst, daß b*, #*€@ und a’, «®ET gelten soll; sonst hätte ja (2) 
keinen Sinn. Man merke sich die praktische Regel für diese vier Funktionen: ist der Operator griechisch 
(lateinisch), so liegt der Funktionswert in der lateinischen (griechischen) Gruppe, nämlich in @ (F). 

5) Schon hier bemerken wir, daß wir Funktionen von einer Variablen mit x’, x”, x<* usw. bezeichnen 
werden. Wenn zwei Funktionen «’, &’ nebeneinander vorkommen, so werden diese (trotz der ähnlichen Be- 
zeichnung) doch nichts miteinander gemein haben, da ja stets a€@, «ET gelten soll. Eine Ausnahme 
liegt nur dann vor, wenn @ und FT gemeinsame Elemente haben; dieser Fall läßt sich aber vermeiden, indem 
man etwa T durch eine isomorphe Gruppe ersetzt. 

*) Es ist zu bemerken, daß die vier Funktionen b*, ß*, a’, &’ in (2) nicht eindeutig bestimmt sind. 
Sie lassen sich vielmehr durch 5b* a’, &’-1ß*, a? b’-1, b’a® ersetzen mit beliebigen Funktionen a’ (€ @), b’(EF). 
Dadurch sind aber auch bereits alle Möglichkeiten der Abänderung erschöpft. 
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(identisch) gelten: im Falle k=0 nennen wir G@eF nicht ausgearte. Im Falle k=4 
ist @°T das direkte Produkt von G, FT. 

Wir werden vor allem die allgemeinen Bedingungen aufstellen, unter denen G>F 
eine Gruppe ist, und uns dann mit den 2- und 3-fach ausgearteten Fällen beschäftigen. 
Was die 2-fachen Ausartungen von (2) anbelangt, so gibt es unter den sechs formal ver- 
schiedenen wegen der Symmetrie von (2) bloß vier wesentlich verschiedene. Diese vier 
schiefen Produkte bezeichnen wir mit ı:, :, s, « statt >, wie folgt: 


(4) G:F: (a, «) (b, ß)= (ab, a’a®P), 
(5) G:T: (a, «) (b, ß)= (ab*, a®P), 
(6) G>T: (a,a) ib, B)=(abP*, a’aß), 
(7) G«T: (a, «) (b, ß) = (ab*, a’«P). 


Es wird sich herausstellen, daß die Gruppen G:T mit den Schreierschen [9] Erweiterungen 
von F mit G@ zusammenfallen. Ähnlich wird sich zeigen, daß die Gruppen @:F mit 
gewissen weniger bekannten, zuerst von Zappa [12] untersuchten Gruppen überein- 
stimmen; unabhängig von ihm hat sie später auch Szep [10] beschrieben und über 
sie neulich [11] interessante weitere Resultate erzielt; vgl. auch Casadio [1]. Wir werden 
diese Gruppen später faktorisierbar nennen; sie scheinen uns ebenfalls eine sehr wichtige 
und ausgedehnte Gruppenklasse auszumachen. Die Gruppen @:T, @«F wurden bisher 
nicht betrachtet. 

Nach diesen Bemerkungen enthält also die Theorie von @°T insbesondere die 
beiden, dem Wesen nach sehr verschiedenen Theorien von Schreier und von Zappa-Szep, 
wodurch die Wichtigkeit von @>T schon genügend unterstrichen ist. Umgekehrt können 
wir sagen, laß die Theorie von @>T durch eine Synthese aus den letztgenannten beiden 
Theorien entstanden ist”). 

Es ist prinzipiell wichtig, daß es nichtausgeartete Gruppen @>T gibt, was wir an 
einem Beispiel zeigen werden; demnach liegt in @>F eine wirklich sehr allgemeine Kon- 
struktion vor. 

Es gibt im wesentlichen nur zweierlei 3-fache Ausartungen von @>f', die wir so 
bezeichnen: 


(8) G>sT: (a, a) (b, ßB)= (ab, «®P). 
(9) GsT: (a, a) (b, B)= (ab, a’«Pß). 


Diese sind als Spezialfälle schon in G:ıF allein (die eine oder andere auch in G:T, 
GsT, G:F) enthalten, und zwar handelt es sich im wesentlichen um die sogenannte 
zerfallende bzw. zentrale Erweiterung von Schreier [insofern im Fall (9) T abelsch ist]. 
Nun liegt die Möglichkeit vor, aus G@>F und seinen Spezialfällen @ıF,...,@sf 
weitere schiefe Produkte abzuleiten, indem man in @ und F außer den Gruppenopera- 
tionen noch weitere Operationen erklärt und auch diese in die Definition der obigen 
Funktionen b*, ... mit hineinspielen läßt. Das kann z. B. so geschehen, daß man @ oder T 
oder beide der additiven Gruppe eines Ringes (oder zweier Ringe) gleichsetzt. In dieser 
Weise kommen wir zu den nachstehend erklärten schiefen Produkten (10) bis (14). 
Zunächst identifizieren wir T mit der additiven Gruppe P* eines Ringes P®) und 


?) Genauer gesagt, ist schon dasjenige schiefe Produkt als eine Synthese von @!f, GT anzusehen, 
das aus @oF (als 1-fache Ausartung) dadurch entsteht, daß man in (2) ß*=e setzt. 

®) Entsprechend bezeichnen dann &,ß,... Elemente von P. Der früheren Einheit e entspricht hier 
das Nullelement 0 von P; hat P eine Einheit, so wird diese mit e bezeichnet. Ähnlich wird später R einen 
Ring mit den Elementen 0, a,b,... bezeichnen und @= R*+ gesetzt werden. 





26* 
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ersetzen &°, a? in (8) und (9) durch die spezielle Funktion «b’ (b’ € P) bzw. a’b’ (a’,b"e P). 
So entstehen die schiefen Produkte 

(10) G:P: (a,a)(b, ß)=(ab, ab’+P), 

(11) GsP: (a,a)(b,ß)=(ab,a’b"+a+P). 


Wenn insbesondere @G C P ist (und in @ dieselbe Multiplikation gilt wie in P), so 
entsteht aus (10) durch die weitere Spezialisierung b’=b das folgende schiefe Produkt: 

(12) G»P: (a,a) (b,ß)=(ab, ab-+P). 
Diese schiefen Produkte (10), (11), (12) von sehr einfacher Bauart gestatten sehr viel- 
seitige Anwendungen. Schon die allereinfachsten Beispiele werden uns reichlich zeigen, 
daß diese schiefen Produkte zur Konstruktion von Gruppen gut geeignet sind und ins- 
besondere als heuristisches Mittel gute Dienste leisten, weshalb wir auf sie einen großen 
Wert legen. 

Wir identifizieren jetzt auch @ mit der additiven Gruppe R*+ eines Ringes R und 
definieren den folgenden Spezialfall von (2): 

(13) R»P: (a,a) (b,ß)=(a+a*b-+a’B”,a”b’+xb*+P) 
mit beliebigen Funktionen a*, a’, ß'’(€ G),a”,b’, b*(ET'). Dieses schiefe Produkt (13) 
erscheint uns deshalb wichtig, weil wir mit seiner Hilfe am leichtesten ein Beispiel für 
eine nichtausgeartete Gruppe werden angeben können, was wir oben in Aussicht stellten. 
Wir führen noch den ebenfalls interessanten Spezialfall 


(14) RuP: (a,o)(b,ß)=(a+a'b,ab’+P) 
von (13) an. 

Alle bisherigen schiefen Produkte (4) bis (14) sind Spezialfälle von G@ » T in (2). Ein 
weiterer Typ schiefes Produkt wäre: 

(15) Gef: (a,«) (b, B)= (aPb*, a? B*). 

Es ist uns aber nicht gelungen, eine allgemeine Theorie dieses Typs zu entwickeln. 

Selbstverständlich wird man nach weiteren gut brauchbaren (einfach genug ge- 
bauten) schiefen Prcdukten fragen, wobei man sich durch den Wunsch leiten lassen mag, 
einen Vorrat an schiefen Produkten zu erhalten, mit dessen Hilfe möglichst viele Gruppen 
mit befriedigender Einfachheit dargestellt werden können. 

Es liegt in der Natur der Sache, daß dabei von Eindeutigkeit nicht die Rede sein 
kann. Vielmehr ist es so, daß von den beiden Forderungen der Eindeutigkeit und der 
Einfachheit der Darstellung die erste der zweiten zum Opfer fallen muß. Das Bestreben 
nach möglichster Einfachheit der Darstellung einiger (später zu nennenden) Gruppen 
wird uns nämlich mit aller Klarheit zeigen, daß hierzu gewisse schiefe Produkte unent- 
behrlich sind [z. B. (10)], daß aber diese auch fähig sind, eine und dieselbe Gruppe 
auf wesentlich verschiedene Arten darzustellen. Hierin erblicken wir einen Beleg, wie 
ungeheuer kompliziert der Gruppenbegriff ist. Deswegen wird wohl die Gruppentheorie 
anders als etwa die Körpertheorie nie zu einem Abschluß kommen, sondern für immer 
nur eine Sammlung von Einzeltheorien bleiben. 

Über den Inhalt unserer Arbeit bemerken wir noch folgendes. Obwolıl sich die 
Tlıeorie von Schreier im wesentlichen durch einfache Spezialisierung aus der Tlıeorie 
des schiefen Produktes @°T gewinnen läßt, werden wir doch die Schreiersche Theorie 
wegen ihrer großen Wichtigkeit auch unabhängig davon begründen, und zwar viel ein- 
facher als z. B. im Lehrbuch von Zassenhaus [13]. Sowohl die Schreiersche als auch die 
Zappa-Sz&psche Theorie werden wir in einigen Punkten noch ergänzen. Weitere Auf- 
klärung über den Inhalt geben die Überschriften der einzelnen Paragraphen. 
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Zum Schluß dieser Einleitung geben wir unserer Überzeugung Ausdruck, daß die 
schiefen Produkte ein überaus wichtiger organischer Bestandteil der Gruppentheorie 
sind. Wir werden versuchen, dies durch viele Beispiele und Bemerkungen hinreichend 
klarzumachen. 


$ 2. Transformation des schiefen Produktes. 


Wir werden wiederholt vom folgenden bekannten Prinzip Gebrauch machen. 
Bezeichnet 


(16) A>TTA 


eine Permutation der Elemente A, B,... eines multiplikativen Bereiches & und wird 
von der Multiplikation AB in © zu der neuen Multipl:kation 


(19) Ax B=TI(TT-!A-TT-! B) 


übergegangen, so ist der entstandene neue multiplikative Bereich ©° isomorph zu ©, 
und zwar wird die Isomorphie S=&° durch (16) vermittelt, w.e au3 der anderen Schreib- 
weise AB>TI(AB)=TTAxTTB von (17) folgt. Wir nennen © die [der Permutation 
(16) zugehörige] Transformierte von ©. Wegen der erwiesenen Isomorphie sind alle 
Transformierten als untereinander gleichberechtigt anzusehen. 


Auch die Umkehrung ist richtig: Sind &, © isomorphe multiplikative Bereiche 
mit denselben Elementen, so ist © eine Transformierte von ©. Wird nämlich die Iso- 
morphie S=&’ durch (16) vermittelt und die Multiplikation in © und ©’ mit AB 
bzw. AX B bezeichnet, so gilt AB>TIAxTTB=TI(AB), und hieraus folgt (17), also 
die Richtigkeit der Behauptung. 

Für den Fall, daß S=6&,°-:--&, das durch (1) definierte schiefe Produkt ist 
und dabei alle ©, Gruppen sind, entsteht eine wichtige Transformierte ©" sehr einfach 


so, daß man in (1) die Funktionen f,=f;(a,,.-.-,@,, dj, -..,d,) durch 

(18) Ber Fl n -  d * 
ersetzt, wobei die r,,s,; konstante Elemente in ©, sind. Hat dabei © die Einheit 
(us ».., %,), so wird (rT'u,87",...,r,'u,8,') wegen (16) die Einheit von &°. So kann, 
sogar auf mehrere Arten, erreicht werden, daß (e,,...,e,) die Einheit von © wird, 
wobei e, die Einheit in &, ist. Wenn ferner (e,, ...., e,) die Einheit von & ist und s,=r;"' 
gewählt wird, so hat &® immer noch dieselbe Einheit (e,, ...,e,) wie ©. 


Handelt es sich um ein schiefes Produkt von einem festen Typ (z. B. um G>F), 
so werden diejenigen Transformierten wichtig sein, die vom selben Typ sind. Solche 
Transformationen werden wir zulässige nennen. 


8 3. Die Gruppen Ger. 


Wir wollen die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür aufstellen, 
daß ein schiefes Produkt @>T vom Typ (2) eine Gruppe ist. Dabei könnte von vorn- 
herein jedes Element (a,&) von @>T die Einheit sein. Mit Hilfe von $2 reduzieren 
wir jedoch den allgemeinen Fall auf den speziellen, in dem (e,e) die Einheit ist. Durch 
diesen vorbereitenden Schritt tritt in unserem Problem eine wesentliche Vereinfachung ein. 

Wir nehmen dazu an, daß &=@>T eine Gruppe mit der Einheit (r, o) ist. Wir 
führen in & die zur Permutation 


(19) (a, x)—(r"!a, a0!) 
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gehörende Transformation aus. Die inverse Permutation lautet (a, x)—(ra, xo). Dann 
ergibt die Formel (17) angewendet auf (2), daß in der Transformierten &° von & die 
Multiplikation 
(a, x) x (b, B)=(a(rb)*? (Bo)*%, (ra)”* (x0)"*P) 

gilt. Dieses ist wieder von der Form (2). Es sind nämlich lediglich 

(20) (rb)*®, (Bo)**, (ra)”?, (xe)’? 
an die Stelle von b*, ß*, a’, x® getreten. Demnach ist die Transformation zulässig. 
Nach (19) ist dabei (e, e) die Einheit von &° geworden. Das beweist die Behauptung. 

Daher genügt es, die Fälle zu betrachten, in denen @>F eine Gruppe mit der 
Einheit (e, e) ist. 

Eine weitere ebenfalls wichtige Vereinfachung besteht darin, daß man sich in (2) 
auf den Fall 

(21) ee, A 
beschränken darf; in diesem Fall wollen wir die Funktionen b*, ß*, a’, x® in (2) (und 
auch das schiefe Produkt @>F) normiert nennen. Die Richtigkeit dieser Behauptung 
folgt sofort daraus, daß sich [vgl. Anmerkung ®)] die beiden Normierungsfaktoren «’, b' 
so wählen lassen, daß 

a A Ks 

für ö=e und für a=e identisch gleich e bzw. e ist. Und zwar findet das genau dann 
statt, wenn x’=e*, b’=e? ist, womit wir sogar gezeigt haben, daß die Normierung 
eindeutig ist. 

Nunmehr sprechen wir den folgenden Satz aus: 

Satz1. Um alle Gruppen G>T vom Typ (2) zu erhalten, genügt es nach den voran- 
gehenden Ausführungen von der etwas enger gefaßten Definition 

(22) G>F: (a, a) (b, B) = (ab* ß*, a’ x’) (= eg, &*=e) 
auszugehen und nur die Gruppen G>T mit der Einheit (e, e) anzugeben. 

Die Bedingungen hierfür lauten®): 


(23) “m, d=f=a'=e, ma, ===, 
(24) "=c, y’=y, 

(25) y'ze, =, 

(26) b°c" = (be)* (6), vB (yBI“, 

(27) B*e*?’= (eP)* (AP)*, vebe= (br) (pP, 

(28) Byr= pP) By", c*hy° — (cb)* (c?)*, 

(29) (b*y)* = (b*)*y°, (cß’)" = c*(PP)*, 

(30) year, bra” _ ba 


Bemerkung. Die Gleichungen (23) bis (30) sind paarweise zueinander dual in dem 
Sinne, daß sie auseinander entstehen, indem man lateinische und griechische Buch- 
staben miteinander vertauscht und die Reihenfolge der Faktoren umkehrt. Diese Dualität 
ist eine notwendige Folge aus der formalen Symmetrie von (22). Auch bemerken wir, 





%) Zur Abrundung haben wir die in (22) vorausgesetzten Gleichungen e*=e, e*=e in (23) wieder 
aufgenommen. 
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daß aus (23) bis (30) noch die weiteren Gleichungen 


(31) yy, ec, 
(32) RL, yo =, 
(33) eh, u 


folgen. Und zwar folgt (31,) aus (30 ) für 8=e (unter Beachtung von (23,); ferner folgen 
(32,), (33,) aus (27,) bzw. (28,), in !om man «=a? setzt und beide Male (24,), (25,) be- 
rücksichtigt !9). 


Beweis. Wir haben zu zeigen, daß ein vorgelegtes schiefes Produkt G>F vom 
Typ (22) dann und nur dann eine Gruppe mit der Einheit (e, e) ist, wenn (23) bis (30) 
gelten. Beim Beweis beachten wir die schon hervorgehobene Dualität. 


Zunächst hat @> F dann und nur dann die Einheit (e, e), wenn 
(a,&)(e,e)=(e, e) (a,ax)=(a, a), 
d.h. [nach (22)] wenn 
(ae*e*, a’a’)=(a'n’, e"e’a)=(a, x) 
gilt. Diese Bedingung setzt sich aus 
(34) ee, data 


und den dazu dualen Gleichungen zusammen. Diese Gleichungen nebst e=e, e'=e 
[in (22)] besagen !!) dasselbe wie (23). Wir haben somit gezeigt, daß (23) notwendig und 
hinreichend dafür ist, daß G@>F die Einheit (e, e) hat. 

Im folgenden dürfen wir demnach (23) voraussetzen. Wir wollen zeigen, daß 
dann (24) bis (30) der Assoziativitit von @>T gleichkommt'!?). Diese bedeutet nach (22) 


(ab*ß*, a’“’B)(c, y)= (a, &) (be’yP, b°A*y). 

Man berechne beide Seiten [wieder nach (22)] und vergleiche sie miteinander. Das 

liefert die folgende Bedingung?) für die Assoziativität von @>F: 
(35*) a el EL 

wobei wir mit dem gemeinsamen linksseitigen Faktor a gekürzt haben. Die Behauptung 
läßt sich dann so aussprechen, daß (unter der gemachten Voraussetzung) (35*) mit (24) 
bis (30) äquivalent ist. Diese Äquivalenz weisen wir so nach, daß wir (35*) in mehreren 
Schritten in (24) bis (33) zerlegen. Da nach obiger Bemerkung (31) bis (33) eine Folge 
aus (23) bis (30) ist, so wird hierdurch der gewünschte Beweis erbracht. Während des 


Beweises werden wir (23) wiederholt stillschweigend berücksichtigen. 
Für &=e ergibt (35*) nach Kürzung mit b 


co? yap = cp. 


10) Für das allgemeine schiefe Produkt &=6&,>' 0 ©, [in (1)] drückt sich die Bedingung der Asso- 
ziativität durch n Funktionalgleichungen in je 3n Variablen aus. Für unseren Fall GoF sind das zwei Glei- 
chungen mit je sechs Variablen, und so ist es eine erfreuliche Überraschung, daß die Bedingungsgleichungen 
(24) bis (30) höchstens vier Variablen und fast alle sogar bloß drei enthalten. Dieser Umstand und auch die 
große Zahl der Gleichungen (23) bis (33) erscheint vorteilhaft, wenn man für ein festes Paar @,f alle Gruppen 
@oF bestimmen will. 

11) Wir setzen das auseinander. Aus der ersten Hälfte von (23) folgt (34). Umgekehrt folgt aus (34) 
und aus = eder Reihenach & =e (@ =e,e&a'=e),a®=e,a® =a, d.h. die erste Hälfte von (23). Mit 
dem dazu dualen Schluß zusammen folgt die Richtigkeit der obigen Aussage. r 

12) Etwas schärfer könnte man zeigen, daß aus (23) und der Assoziativität (24) und (30), aber umge- 
kehrt schon aus (24) bis (30) [ohne (23)] die Assoziativität folgt. 

18) Der Stern * bei einer Gleichungsnummer deutet an, daß zu der so numerierten Gleichung auch 
die duale hinzuzunehmen ist. 
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Setzt man hier zuerst y=e, dann c=e, so entstehen (32,), (33,); diese ergeben für 
ß= e auch noch (24,), (25,). Wegen der Dualität sind also (24), (25), (32), (33) eine Fol- 
ge von (35*). Umgekehrt folgt aus (32,), (33,), daß sich auf der linken Seite von (35*) 
die beiden a? streichen lassen: 

(36*) bey — (beP yPy* (b° Be y)°. 
Bisher haben wir gewonnen, daß (35*) mit (24), (25), (32), (33), (36*) äquivalent ist. 

Im folgenden wollen wir (24), (25), (32), (33), (36*) in diesem Sinne weiter zerlegen. 
Aus (36*) folgt für B=e: 

bey Bu (bc)* (b°y)* 5 

Setzt man hier zuerst c=e (und kürzt mit b*), dann y=e, so entstehen (31,), (26,); 


aus allen drei Gleichungen entsteht auch (29,)"4). Wenn umgekehrt (26), (29), (31) gelten, 
so läßt sich (36*) nach (29,) zunächst so schreiben: 


By = (ber P)* (b*)° (B*y)°. 
Wenn ferner in (26,) c®y® für c eingesetzt wird, so hat man 
bp) = (ber yP)° (d*r’)*. 
In den letzten Klammern darf wegen (33,), (31,) zuerst »°, dann auch noch ß gestrichen 
werden; dann stimmt die rechte Seite mit dem Produkt der ersten zwei Faktoren auf 


der rechten Seite der vorigen Gleichung überein. Nach Einsetzen (und Kürzen mit b*) 
gewinnen wir also (für diese Gleichung, d. h.) für (36*) die Form 
Bey = (AP) Bey)“. 
Es genügt, den Spezialfall 
(37*) BrePyrP=(eyP)* (Bey)* 

dieser Gleichung zu nehmen; denn wird (37*) mit ad statt & angewendet, so kommt 
man wegen (31,) wieder zur vorigen allgemeinen Gleichung zurück. Das Bisherige besagt, 
daß (35*) mit (24), (25), (26), (29), (31), (32), (33), (37*) äquivalent ist. 

Diese Gleichungen zerlegen wir noch weiter. Aus (37*) ergeben sich für y=e bzw. 
c=e die Gleichungen (27,), (28,)5). Ferner folgt aus (26,) für c, yP statt b,c: 


A). 
Das Grundelement des zweiten Faktors rechts ist aber nach (25,) (wegen c®€G) gleich e, 
so daß dieser Faktor wegfällt. Durch Einsetzen in (37*) und Berücksichtigung von (27,) 
(nach Kürzung mit (c?)*) nimmt demnach (37*) die Form 


(38®) (Br 
an, womit wir (35*) in (24) bis (29), (31), (32), (33), (38*) zerlegt haben. 
‘Endlich folgt aus (28,) für af, ß° statt &,ß: 


& ß „eh ac af 

Va a a 
Der erste, dritte und vierte Faktor ist wegen (31,) derselbe wie in (38*); demnach besagt 
(38*) dasselbe wie (30,) oder genauer wie (30). Dies bedeutet nach dem Vorigen, daß 
(35*) in (24) bis (33) zerlegt wurde. Wegen der dem Beweis vorangestellten Bemerkung 
kommt das unserer Behauptung gleich. Somit haben wir bisher bewiesen, daß @>T 


14) Man rechne stets auch das Duale hinzu, auch wenn nicht ausdrücklich darauf hingewiesen wird. 
15) Übrigens entstehen (27,), (28,) auch direkt aus (35*), indem man a=b=e,y=e bzw. a=b=c=e 
setzt. 
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dann und nur dann die Einheit (e, e) hat und assoziativ ist, wenn (23) bis (30) gelten. 

Unter dieser Annahme können wir nun aber auch schon die Existenz des Inversen 
in GT nachweisen, womit dann der Beweis beendet sein wird. In der Tat folgen aus 
(22), (23) die Gleichungen "®) 


(39) (a, e)(e,a)=(a, 0), 

(40) (a, €) (a!,a"")=(e, e), (e,&) (x *"",a-1)=(e, &). 
Hieraus und aus der Assoziativität von GT folgt 

(41) (a, ayt=(ae", a) (a=', u ' 


Damit ist Satz 1 bewiesen. 


$4. Über die Transformation und weitere Eigenschaften der Gruppen G:T. 


Es genügt vollkommen, wenn wir eine Gruppe @>°T vom Typ (2) gleich in der 
Form von Satz 1 annehmen, was wir im folgenden stets tun wollen. Ausdrücklich gesagt 
bedeutet das, daß wir eine Gruppe @>F durch (22) bis (30) (nebst b*, BPP€G, a, „PE€F) 
definieren. Wir wollen uns jetzt mit einigen allgemeinen Eigenschaften der Gruppen 
G>TF beschäftigen. 

Eine der wichtigsten Aufgaben ist, bei festen G, F unter allen Gruppen G@>T die 
isomorphen anzugeben. Nach $2 handelt es sich um die zulässigen Transformationen 
von @>fF in dem Sinne, daß auch die Transformierte eine durch (22) bis (30) definierte 
Gruppe, d.h. vom Typ (22) ist und die Einheit (e, e) hat. Es ist keine Rede davon, daß 
man dieses Transformationsproblem allgemein lösen kann. Wir müssen uns vielmehr 
mit folgendem einfachen Satz begnügen, dessen Richtigkeit nach $ 2 sofort einzusehen ist: 


Satz 2. Bezeichne &=G:T eine durch (22) bis (30) definierte Gruppe. Sind 
r(€G), o(€ FT) beliebige Konstante und werden in (22) die vier Funktionen b*, ß*, a®, a’ 
durch 

(42) nr ebreer, Koßo-i)@e"r, oKrarıy rg, 0!oxe 0 
ersetzt, so entsteht wieder eine der durch (22) bis (30) definierten Gruppen, und beide stehen 
miteinander in der Isomorphie 


2 2 ı 


(a,&) > (rmlar, o!ao). 


Wir wollen noch einige weitere Eigenschaften der Gruppen @>F besprechen. Sind 
H,H Komplexe (Teilmengen) von @ bzw. FT‘, so soll (H, H) stets den Komplex derjenigen 
Elemente (a, x) von @sT bezeichnen, für die «€ H,a€H gilt. Aus (39) folgt die Pro- 
duktzerlegung 


(43) G:T=(G,e) (e,F). 
Nach (22), (23) gilt 
(44) (e, &) (a, €) =(a?, o°). 


Wir wissen nicht, ob die rechte Seite alle Elemente von @>F durchläuft, und so können 
wir im allgemeinen nicht entscheiden, ob (43) richtig bleibt, wenn rechts die Faktoren 
vertauscht werden. 

Nach (22), (23) gilt 


(45) (a,e) (b,e)—=(ab,aP), (e, x) (e,ß)=(P*, «Pß). 


Dies zeigt uns, daß (G, e), (e, FT) in (43) im allgemeinen keine Gruppen sind. 


16) Es soll durchweg x”? das Inverse von 2* bezeichnen. 


Journal für Mathematik. Bd. 188. Heft 4. 27 
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Wir bemerken noch folgendes. Hält man in den vier Funktionen «a*, a“, a’, af 
den Operator fest und läßt das Grundelement variieren [vgl. *)], so entstehen vier 
(Funktionen von einer Variablen, d.h.) Abbildungen, die wir in der Form a>a*, x—a“ 
usw. bezeichnen. Zur näheren Untersuchung der Gruppe @°T können diese Abbil- 
dungen gute Dienste leisten. 
In diesem Zusammenhang definieren wir die folgenden vier Komplexe G,, G, [C.@], 

r, BIEM: 

G, besteht aus den a mit a"=a(=al), 

G, besteht aus den a mit b'= e(=aP), 

F, besteht aus den x mit a’ =a(=al), 

F, besteht aus den a mit = e(=aP). 
Nach (23) gilt e€@,,G@,, e€F,, F,. Ferner lassen sich (24), (25) so aussprechen: 

aeT,,fF, und aPeG,,G,- 


Ausgeartet ist @>°T dann und nur dann, wenn mindestens eine der Gleichungen G,=G, 
G,=0,0,=f, n=l gilt. 

Die obigen vier Abbildungen verhalten sich [nach (24) bis (33)] im allgemeinen 
recht kompliziert. Wir können über sie folgende einfache Aussage beweisen: 

Es gibt zwei verschiedene x, ß mit gleichen Abbildungen y—y”, y—y?, es sei denn, 
daß G>T ausgeartet ist mit G,=@G. (Auch das Duale hierzu gilt.) 

Nach (30,) ist die Behauptung richtig, ausgenommen den Fall, daß stets arg ß 
gilt. Dies bedeutet nach (26,) 

BAAR. 

Für $=e folgt hieraus x°=x. Dies bedeutet G,=@. Damit haben wir die Behauptung 
bewiesen. 


85. Die Gruppen G:T und die Theorie von Schreier. 


Wir wollen jetzt die Gruppen G:F aus (4) bestimmen. Wie schon in $ 1 bemerkt, 
wird sich herausstellen, daß diese Gruppen mit den Schreierschen Erweiterungen (s. unten) 
identisch sind, und so ist die Theorie von Schreier unserer Theorie der @° untergeordnet. 

Mit Schreier [9] definieren wir: Man nenne eine Gruppe & eine Erweiterung von F 
mit G, wenn & einen Normalteiler T hat, wofür F=f, &/F=>@ gilt. Man darf natürlich 
F=F setzen, wie das üblich ist; für unsere Zwecke ist aber die angegebene Form der 
Definition meist bequemer. Wir nennen F kurz den Kern von ®. 

Der folgende Satz stimmt im wesentlichen mit dem Hauptsatz der Erweiterungs- 
theorie von Schreier [9] überein (siehe auch Zassenhaus [13], S. 89): 


Satz 3. Die Gruppen G:T mit der Einheit (e, e) sind die sämtlichen Erweiterungen 
von T mit G und entstehen aus (4) dadurch, daß man die Funktionen a”, x” den Bedingungen 


(46) "u, Fafnfn 
(47) (ap = ap" 

(48) ade b° = be (ar) 
(49) a?°b* — (ab) (aP)* 


unterwirft. 
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Die Elemente (e, x) bilden einen Normalteiler (e, FT). Es gilt 
(50) (e, a) (e,ß)=(e,aß). (e,M)=f, Gıffke,M)=G, 
und somit ist (e, T) der Kern von G:F""). 


Bemerkung. Mit Ausnahme der leicht zu beweisenden Behauptung, daß jede 
Erweiterung von T mit G@ unter den Gruppen G:F mit der Einheit (e, e) vorkommt, 
sind die übrigen Behauptungen in der Hauptsache bloß der Spezialfall b*=b, *=e 
vom Satz 1. Insbesondere ist (47) bis (49) dieser Spezialfall von (24) bis (30), wie man 
ohne größere Mühe sehen kann. Statt dessen werden wir aber den folgenden Beweis 
unabhängig von Satz 1 führen. 


Beweis. Wir betrachten zuerst eine Erweiterung & von F mit @. Wir dürfen an- 
nehmen, daß T ein Normalteiler von & ist mit &/F=G. Es gibt dann eine Abbildung 
a—>a' von @ in &, so daß insbesondere e’ die Einheit von & ist und die Restklassen «’ FT 
die verschiedenen Elemente von G/F sind, außerdem «@’T-b’F= (ab)’T gilt. Hieraus 
folgt a’b’—=(ab)'p(a’,b’) mit einer Funktion p(€ET). Demnach gilt 

a'’x -b"B=(ab)'y(a’, b') b'-!ab’P. 


Links steht das Produkt von zwei beliebigen Elementen von ®. Da a,a’ eineindeutig 
durcheinander bestimmt sind und b’-!«b’ET gilt, lassen sich die Bezeichnungen 


a'x=(a,x), g(a’,b’)=a®, b’-1ab'= a? 
einführen. Hierdurch nimmt die vorige Gleichung gerade die Form (4) an. Damit ist 
gezeigt, daß & eine Gruppe G:F ist, und dabei ist e’e=(e, e) die Einheit. 

Betrachten wir nunmehr ein beliebiges schiefes Produkt G:F vom Typ (4). Wie 
wir schon wissen, darf man e’=e annehmen. Es ist klar, daß dann (46) notwendig 
und hinreichend dafür ist, daß G:F die Einheit (e, e) hat. Dies werde angenommen. 
Die Bedingung für die Assoziativität lautet jetzt nach (4) einfach 

(ab, a’ a" B) (c, y) = (a, x) (be, b°B°y), 
d.h. [wieder nach (4)] 

(51) a”°a?°b° B° = (ab)‘ (a a® PB). 

Setzt man zuerst b=e, dann a=e, ß=e, endlich x=ß=e, so erhält man [wegen (46)] 
der Reihe nach (47), (48), (49). Umgekehrt folgt aus (49) 

ad° . b° (&?)* d ß°= (ab)* d (a)° (ad)° p°. 
Hieraus und aus (47), (48) folgt wieder (51). Bisher haben wir gezeigt, daß (46) bis (49) 
notwendig und hinreichend dafür sind, daß @:T die Einheit (e, e) hat und assoziativ ist. 
Das genügt aber auch schon, damit G@:TF eine Gruppe ist; denn nach (4) gilt 


(a, &) (a-!, a"a-e")—(e, e), 
woraus das Inverse von (a, x) abzulesen ist. 
Ist nun G:F eine der eben bestimmten Gruppen, so geiten in dieser (50,), (50,)- 
Da ferner 
(e, ß) (a, x)=(a, x) (e, &) 
wegen (4) stets nach (€ T) auflösbar ist, so gilt 
(a, a)!(e,T)(a,a)C(e,T). 


17) Setzt man in (48) c=b-! und berücksichtigt & =, so sieht man, daß die Abbildung «—.° eine 
Permutation, also wegen (47) ein Automorphismus von F ist. Man pflegt a’ nach Schreier etwa mit C,,, zu 
bezeichnen und ein Faktorensystem zu nennen. Die Funktion a (bzw. die Abbildung «—a«°) kann man etwa 
eine dem Faktorensystem a? zugehörige Automorphismenmenge nennen. 


277 
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Wendet man dies auch mit (a, &)-! statt (a, a) an, so folgt, daß hier die Gleichheit gelten 
muß; demnach ist (e, FT) normal in G:F, Wegen (4) gilt offenbar auch (50,). Damit 
ist Satz 3 bewiesen. 


86. Über die Transformation der Gruppen G:T. 


Wir wiederholen, daß nach Satz 3 die beiden Begriffe Erweiterung von T mü G 
und Gruppe G:T mit der Einheit (e, e) identisch sind. Es ist also völlig gleichgültig, 
welche dieser Terminologien gebraucht wird; in dieser Arbeit halten wir uns gleich- 
förmigkeitshalber lieber an die zweite. Auch wenn wir kurz von einer Gruppe G:F 
sprechen, nehmen wir stillschweigend stets an, daß (e, e) die Einheit ist, weil das keine 
wesentliche Einschränkung bedeutet, dagegen eine formale Vereinfachung bewirkt. 

Wir sind der Meinung, daß sich auch alle weiteren Probleme der Schreierschen 
Theorie in der Sprache der Gruppen G:F leichter behandeln lassen. Dies auszuführen, 
steht außerhalb des Rahmens dieser Arbeit. Als wichtiges Beispiel wollen wir uns hier 
lediglich mit den zulässigen Transformationen der Gruppen G:T beschäftigen. 

Es ist klar, daß sich Satz 2 auch auf die Gruppen G:T anwenden läßt (siehe 
unten), aber wir können für diesen Fall folgenden allgemeineren ‘Satz aussprechen: 


Satz 4. Man betrachte eine der Gruppen G:T aus Satz 3. Wird in (4) das Funktionen- 
paar a’, «® durch 

(52) (ab)’-1(Aa)*?(a’e'-1adb’, b’-1(e'xe’-1)Ad bh’ 
ersetzt, wobei a —Aa ein Automorphismus von G und a —a’ eine Abbildung von G in T ist, 
so erhält man wieder eine Gruppe aus Satz 3. Die erste wird auf die zweite durch 

(53) (a,x)>(Arla, (Arla)’-!xe’) 
isomorph abgebildet. (Die erste Funktion in (52) ist für a=e gleich e, wie das auch sein soll.) 

Bemerkung. Wird insbesondere Aa=r-lar, a’=o gesetzt, wobei r(£G), o(€ F) 
Konstante sind, so spricht dieser Spez’alfall von Satz 4 ersichtlich dasselbe aus wie 
Satz 2 für (G°F=)@:F. Selbstverständlich kann es unter den Gruppen G:F auch 
noch weitere isomorphe geben außer den im Satz 4 genannten. 

Beweis. Offenbar ist (53) eine Permutation TT vonG:F, und dabei gilt (e, e)—(e, e). 
Die Permutation TT-! lautet 

(a,&) > (Aa, a’ae’-!). 
Demnach gilt nach (17) in der zu (53) gehörigen Transformierten von G:F die Multi- 
plikation 
(a, &) x (b, B)=TI((Aa, a’ae’-t) (Ab, b’Be'-t)). 
Dies berechnet sich nach (4) (wegen Aa - Ab=A(ab)) zu 
(a, &) x (b, ß)=TI(A(ab), (Aa)*? (a’ae’-1)Adb’ Be’-}), 
also nach (53) weiter zu 
(a, &) x (b, B)= (ab, (ab)'-! (Aa)? (a’e’-1)Add’ B). 
Nochmals umgeformt nach (47): 
(a, &) x (b, ß) =(ab, (ab)’-1(Aa)*?(a’e'-1)Adb’ » b’-Ie’ne'-1)Adb’ - P). 

Da dies von der Form (4) ist, und zwar mit (52) an Stelle von a?, a°, ist die ausgeführte 
Transformation zulässig und Satz 4 bewiesen. 

Das folgende wichtige spezielle Transformationsproblem läßt sich vollständig beant- 


worten. Zwei Gruppen G:F nennen wir bei festen @, T über (e, FT) isomorph, wenn sie in 
einer solchen isomorphen Beziehung stehen, daß sowohl die Elemente von (e, FT) als auch 
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die Restklassen nach (e, T) sich selbst entsprechen). Das bedeutet, daß zwei solche 
Gruppen durch eine Transformation auseinander entstehen, die zu einer Permutation 


(54) (a,a)>Tl(a,0)=(a,p(a,a)) (p(e, ©)=e) 
gehört, mit einer Funktion p(a, a) (ET). Wir nehmen die eine Gruppe G:T wie in Satz 3 
an. Wird in der Transformierten die Multiplikation mit x bezeichnet, so muß nach (17) 
(55) TI(a, &) xTI(b, $)=TT((a, a) (b, ß)) 
gelten. Andererseits folgt aus (4) und (46), daß (a, «) (e,ß)=(a,«ß) ist. Ebenso muß 
(a,a)x(e,ß)=(a,«&ß) gelten. Damit ergeben (54) und (55): 


TI (a, &) =TI((a, &) (e,&))=TI (a, &) XTT(e,a)=(a,$ (a, &)) x (e,)=(a,p(a,e) a). 
Hiernach geht (54) mit der Bezeichnung gy(a,e)=a’(ET) in 
(56) (a,x)>(a,a’a) (e®=e) 


über. Da umgekehrt diese Permutationen von der Form (54) sind, sind (56) die gesuchten 
Permutationen. Sie stellen gerade den Spezialfall A=1 (d.h. Aa=a), e®=e von 
(53) dar, mit dem (unwesentlichen) Unterschied, daß a’-! an Stelle von a’ getreten ist. 
Somit folgt aus Satz 4 der 


Satz 5. Man betrachte eine Gruppe G:T aus Satz 3. Wird in (4) das Funktionenpaar 
a’, &® durch 

(57) (ab)'-1ada’’b’, b’-1adb’ (WET; e'=e) 
ersetzt, so entstehen gerade die sämtlichen mit G:T über (e, T) isomorphen Gruppen, und 
zwar wird die Isomorphie durch (a, x) —(a, a’-!) vermittelt. 


Bemerkung. Man konstatiert sofort, daß dies ein wohlbekannter Satz der Schreier- 
schen Theorie ist, bei dem es sich um die T-isomorphen Erweiterungen von T mit @ 
handelt. (Vgl. #) und Zassenhaus [13], S. 92) Wir nennen die Funktionenpaare (57) 
assoziiert 19). 


87. Die Gruppen G:F und die Theorie von Zappa-Szöp. 


Wir wollen die Gruppen G@:F aus (5) bestimmen. Wie schon in $1 bemerkt wurde, 
werden wir damit im wesentlichen die Theorie von Zappa-Szep entwickeln. 

Wir schicken die folgende Definition voran. Ist & eine Gruppe, sind 9, 8 zwei 
Untergruppen von &, und durchläuft ab(ae$, be X) alle verschiedenen Elemente von 
& (jedes nur einmal), so setzen wir 


(58) G=HR 


und nennen (58) eine Faktorisation von &?%). Wir sagen auch, daß ® eine faktorisierbare 
Gruppe ist und nennen $, & ihre (komplementären) Faktoren (man hüte sich vor einer 
Verwechslung mit Faktorgruppen). Wir bemerken gleich die wohlbekannte wichtige 


18) Es handelt sich im wesentlichen um die bekannte Definition von zwei F-isomorphen Erweiterungen 
von T mit G@. Die Übereinstimmung wird vollkommen, wenn man (e,F) mit F identifiziert. Vgl. H. Hasse, 
Invariante Kennzeichnung relativ-abelscher Zahlkörper mit vorgegebener Galoisgruppe über einem Teil- 
körper des Grundkörpers, Abhandlungen Deutsch. Akad. Wiss. Berlin, Math.-naturwiss. Kl. Jg. 1947, Nr. 8, 
S. 1—56, insbesondere S.6,8. In dieser kürzlich erschienenen Arbeit rechnet Hasse unsere über (e, F) iso- 
morphen Gruppen G!f zum „gleichen Erweiterungstypus im engeren Sinne‘ im Gegensatz zur gewöhnlichen 
Isomorphie. 

10) Man pflegt [vgl. '”)] die beiden Funktionen (57) assoziierte Faktorensysteme mit zugehörigen Auto- 
morphismenmengen zu nennen. 

20) Sonst pflegt man das Produkt von Komplexen viel allgemeiner zu definieren; wir werden aber (58) 
stets im obigen engeren Sinne gebrauchen. 
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Erscheinung, daß im Falle (58) stets auch G= #9 gilt; denn mit obigem ab zusammen 
durchläuft auch (a-!b-1)-1—-ba alle verschiedenen Elemente von &®). 

Als Umkehrung tritt das (dem Schreierschen ähnliche) Problem auf, aus den Grup- 
pen G,F alle Gruppen & mit 

(59) G=6G*r* (G*=6G, f*=F) 
zu bestimmen. Jede solche Gruppe & nennen wir ein Zappasches Produkt von G und FT. 
Etwas weniger genau gesagt handelt es sich um die Konstruktion aller Gruppen mit den 
vorgegebenen Faktoren @, T. Der folgende Satz rührt im wesentlichen von Zappa [12] her: 

Satz 6. Die Gruppen G:T mit der Einheit (e, e) sind die sämtlichen Zappaschen 
Produkte von G und T. Sie entstehen aus (5) dadurch, daß man die Funktionen b*, x® den 
Bedingungen 


(60) a“«=a,d=e, a=a,e=s, 

(61) a’ — (aP)*, ned (*)P, 

(62) (ab —arb*, (aß — np 
unterwirft. 


Die Elemente (a, e) bzw. (e, x) bilden je eine Untergruppe (G, &). (e, FT), und es gilt 


(a, €) (b, €) = (ab, €), (e, x) (e, ß) _. (e, &ß). 
(G,e)>G, (e,F)£f, G:T=(G,e) (e,M)®). 
Beweis. Betrachten wir ein Zappasches Produkt & von @ und FT. Dann gilt (59): 


es darf also einfach &=@GT angenommen werden. Wegen &=FG@ gilt xb=b*x° mit 
eindeutig bestimmten Funktionen b*(€ G), ae FT). Es folgt 


ax-bB=ab*aPP. 


Nach Einführung der Bezeichnung ax=(a,a) haben wir gerade die Gleichung (5). 
Demnach ist & eine Gruppe G:T, die offenbar die Einheit (e, e) hat?2). 

Die übrigen Behauptungen des Satzes 6 ergeben sich sofort aus Satz 1 als der 
Spezialfall #"=e, a’—-z und aus der 'Definitionsgleichung (5)*). 


(63) 


$ 8. Weitere Eigenschaften der Gruppen G:T und die Sätze von Sz£p. 


Bei den Gruppen G:T werden wir nachher stets stillschweigend annehmen, daß 
(e, <) die Einheit ist, wodurch nichts an Allgemeinheit verloren geht. Zur ersten Orien- 
tierung über diese Gruppen wollen wir hier einige Rechenregeln ableiten, obwohl wir 


21) Obige Definition läßt sich auf den Fall mehrerer Faktoren verallgemeinern, und ebenso zeigt man, 
daß aus einer Faktorisatiin = $,-:-$, die umgekehrte Faktorisation & = 9-9, folgt. Es ist 
zu bemerken, daß der Fall n > 3 möglich ist, ohne daß & im obigen Sinne (nämlich mit zwei Faktoren) fak- 
torisierbar wäre. 

22) Aus (60,), (61,) folgt sofort, daß a—>a* eine Permutation von @, aber wegen (62,) im allgemeinen 
kein Automorphismus von @ ist. Entsprechendes gilt für «—a®. 

228) Anmerkung bei der Korrektur. Bei dem Zappaschen Produkt G@®T kann man also leicht die Ver- 
wendung des Klammersymbols (a, x) entbehren. Man nehme hierzu die Gruppen @, T so an, daß sie die 
gleichen Einheiten haben (e = e), sonst aber keine gemeinsamen Elemente enthalten. Dann läßt sich ein- 
fach (a, x)= ax setzen, wodurch dann (5) in 

aabß=ab* ad 
übergeht. Ähnliches ist mit G>T nur so möglich, daß man für (2) etwa 
ax-bB= ab" p*abadß 
schreibt, wobei das Zeichen - im allgemeinen nicht weggelassen werden darf. 

22) Es wäre leicht, obigen Beweis durch einen von Satz 1 unabhängigen Beweis zu ersetzen. Insbesondere 

würde man die Assoziativitätsbedingungen (61), (62) sehr einfach gewinnen können. 
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diese später nicht gebrauchen werden. Vorweg bemerken wir, daß sich die Trans- 
formationsformel von Satz 2 auch auf die Gruppen @:F anwenden läßt, wie wir wohl 
nicht näher auszuführen brauchen. 


Für das Inverse bekommt man [vgl. (41)]: 
(64) (a, a)1=(e, a-t) (at, 1 ((a1)*", (ae). 
Hieraus folgt leicht für das Transformierte: 
(a, a) (b, B) (a, a)! (ab* (a-1"?", („PBa-ı)e"). 
Für die Potenz gewinnt man der Reihe nach 
(a, x)?=(aa*, x"a), (a, a)?=(a(aa*)*, (x"x)'a).... 
Man sieht leicht, wie die allgemeine Formel lauten würde. Nach Satz 6 hat 
(e, 8 (2, 2)=(a,a)(=(a,e)(e,)) (ze, Eef) 


bei gegebenem (a, x) stets seine eindeutig bestimmte Lösung“). Um diese zu bestimmen, 
schreibe man unsere Gleichung in der Form 


(z71, €) (e, &-1) == (a, &)1; 
dann hat man nach (39), (64) die gesuchte Auflösungsformel: 
2-7, ea". 


Wir wollen uns im folgenden mit den schönen und wichtigen Sätzen von Szep [11] 
beschäftigen, die wir nachher in teilweise etwas schärferer Form aussprechen und sehr 
leicht beweisen werden. In diesen Untersuchungen spielen die am Schlusse von $4 
allgemein eingeführten G,, T, eine wichtige Rolle, deren Definition wir kurz so wieder- 
holen: G, (bzw. T',) ist die Menge der a(&) mit «= (a*=a). Aus (60), (61) folgt sofort, 
daß G, (F,) eine Untergruppe von @ (F) ist. Über diese Untergruppen werden wir bald 
nähere Einsichten erhalten. 


Wir schicken die folgenden Bemerkungen voraus. Wir legen uns eine Gruppe 
G:F aus Satz 6 vor. Anders gesagt bedeutet das, daß wir zwei Funktionen a”, x“ mit 
(60), (61), (62) vorgeben. Wegen des Vorhandenseins dieser Funktionen können wir 
mit der üblichen Redeweise sagen, daß jede der beiden Gruppen @,T ein Operator- 
bereich für die andere ist. Das hat den Sinn, daß sich z. B. ein Gruppenelement a (€ ©) 
zugleich auch als einen Operator (für F) auffassen läßt. Um die Zweideutigkeit aufzu- 
heben, bezeichnen wir die Permutationen [vgl. *)] a—>a’, «—a“ mit [x] bzw. [a] und 
verwenden die übliche Links- bzw. Rechtsoperatorschreibweise: 


(65) [a]a=a”, a[a]=a*. 


Wenn wir dann Operator a(x) sagen, so verstehen wir darunter stets die Permutation 
[a] ([&]). Jetzt können wir (61) auch so schreiben %): 


(66) [xß] a=[x] ([P]la), «[ab]=(«[a]) [b]- 
Entsprechend definieren wir das Produkt [x] [ß] ([a] [dJ) von zwei Permutationen 
[x], [8] (fa), [5J) so, daß man zuerst [ß] ([a]), dann [x] ([d]) auszuführen hat. Dann 
gilt nach (66) 


(67) [x#]=[x] [fl], lab]=[a] [b]. 


24) Schreibt man (64) in der Form (2°, £*)=(a,«), so handelt es sich um das Gleichungspaar #=a, 
®==x. Auf diesem Wege würde man aber die Lösung schwer finden. 
z) Man könnte auch (62) entsprechend umschreiben; das wäre jedoch nicht von Nutzen. 
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Hiernach bilden die verschiedenen Permutationen [a] bzw. [x] je eine zu@ bzw. T homo- 
morphe Permutationsgruppe (von T bzw. @), die wir entsprechend mit [@] und [T] be- 
zeichnen. Diese Homomorphien 


(68) Gm [G), FIT] 
werden durch die Abbildungen 
(69) a>[al, ale] 


vermittelt. (Kurz gesagt bestehen beide homcmorphen Abbildungen einfach darin, daß 
man jedes Gruppenelement sich selbst als Operator zuordnet.) Obige Gruppen G,,T, 
bestehen aus allen a bzw. x, für die [a] bzw. [&] die identische Permutation (von F bzw. G) 
ist. Diese Gruppen bilden also die Kerne der Homomorphien (68), sind also normal in 
ihren Obergruppen @ bzw. T. Wir nennen 6, (T,) kurz die Gruppe der identischen Opera- 
toren von G (FT). 

Wie üblich, nennen wir eine Untergruppe H(H) von G(F) zulässig, wenn sie bei 
den Permutationen a—a* (x—a“) in sich abgebildet wird, was wir in der Form 

[(a]JACH bzw. Hla]Ü H 


ausdrücken können. Dann gilt z. B. über H auch 

[a] ACH, HC[a]H, also [x] H=H. 
Wir haben damit festgestellt, daß unter der gemachten Annahme die Untergruppe H (H) 
bei den Permutationen a—>a* (x—x“) ebenfalls nur Permutationen erleidet; diese 


seien induzierte Permutationen von H(H) genannt. 
Wir beweisen nunmehr die folgenden zwei Sätze von Szep: 


Satz?7. Werden für die Gruppen G,T zwei Funktionen a* (€G), a" (ET) definiert, 
die den Bedingungen (60), (61), (62) gemügen, so sind G,, T, zulässige Normalteiler von G 
bzw. T, und es gilt sogar, daß die Permutationen a—a* bzw. « >a* lauter Automorphismen 
von G, bzw. T, induzieren. (Kurz gesagt: Für G, und F, ist F bzw. G@ je ein Automorphismen- 
bereich.) 

Satz 8. Von einer Gruppe G:T aus Satz 6 ist (G,, e) bzw. (e, T,) je der größte in 
(@,e) bzw. (e, FT) enthaltene Normalteiler. Auch (G,, T,) ist ein Normalteiler von G:T, 
und zwar ist dieser gleich dem direkten Produkt von (G,, e) und (e, T',). 

Beweis. Es genügt, von je den zwei zueinander dualen Behauptungen dieser Sätze 
immer nur die eine zu beweisen. Oben haben wir schon gesehen, daß G, ein Normalteiler 
von @ ist. Bezeichne r ein Element von G,. Wegen a’=x folgt aus (62) 

«ß=oß, mi, eG. 
Daher ist die Untergruppe @, zulässig. Ist s ein weiteres Element von @,, so gilt nach (62,) 
(rs)'=r”s*. Andererseits haben wir oben schon bemerkt, daß a—a* eine Permutation 
von G, induziert. Daher ist diese ein Automorphismus von G,. Damit ist Satz 7 bewiesen. 

.Zum Beweis von Satz 8 betrachten wir für ein beliebiges r (€@) die Produkte 
(a, e) (r,e) (a, e)1=(araTı, €), 

(e,&) (r, e) (e, a)"!= (e, a) (r, a7!) = (r*, aa). 

Die rechten Seiten liegen für ein r (€G,) wegen arar!, eG, und a’=x gewiß in 

(G,, €); dies bedeutet wegen (39), daß (G,, e) normal in G:T ist. Nehmen wir umgekehrt 

an, daß (H, e) ein Normalteiler von @:=F ist, so folgt aus (70) für jedes r (€ H): 
arı=e, a"=a, re@, (H,e)C (Ge). 

Beides zusammen besagt, daß (G,, e) der größte in (G, e) enthaltene Normalteiler von 

G:F ist. Da die beiden Normalteiler (G,, &e), (e,f,) von G:F nur die Einheit (e, e) 
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gemeinsam haben, sind sie bekanntlich elementweise vertauschbar und haben (G,,T,) 
(=(@,, €) (e, f,)) zum direkten Produkt; ferner ist dieses ein Normalteiler von Ger. 
Damit ist Satz 8 bewiesen. 

Man sieht aus (62), daß die beiden Funktionen a*, x® bei einer Gruppe G:F im 
allgemeinen stark voneinander abhängig sind. Es gilt der folgende sehr interessante 2%) 


Satz 9. Gegeben seien zwei Gruppen G,T und eine Funktion a” (€G) mit”) 

(71) a’—(aff, a=a, ee. 
Gibt es kein &(=+e) mit identisch erfülltem a*=a (d.h. gilt T,=e), so existiert höchstens 
eine Funktion "(€ T) mit 

(72) ce" =a”*(ac)*. 

Hat diese Gleichung eine Lösung a“, so sind (60) bis (62) von selbst erfüllt. Folglich 


ist dann durch die angegebenen G,T,a* eine Gruppe aus Satz 6 bereits eindeutig festgelegt. 
Hat aber (72) keine Lösung a“, so gibt es keine solche Gruppe. 


Korollar. Da nach Satz 8 für eine einfache Gruppe G:T aus Satz 6 notwendig 
G,=e,T,=e gilt, ist Satz 9 insbesondere jedesmal dann anwendbar, wenn man eine einfache 
Gruppe G:T konstruieren will. Man kann dann Satz 9 sowohl mit a* als auch (nach Ver- 
tauschung von G,T) mit x“ anwenden. (Selbstverständlich wird nicht behauptet, daß 
auf diese Weise nur einfache Gruppen entstehen.) 


Beweis. Da (72) mit (62,) übereinstimmt, so folgt aus Satz 6 die Richtigkeit der 
letzten Behauptung von Satz 9. Wir zeigen auch leicht, daß (72) höchstens eine Lösung 
x" hat. Wären nämlich zwei Lösungen vorhanden, so gäba es ein Paar a, x, für das 
diese zwei Funktionen verschiedene Werte u,» (€) annähmen. Durch Einsetzen in (72) 
folgte dann c*=c” für alle c(€ G). Dies ergäbe nach (71, ,,) 

en = (cr)?” er (eyr” Be er =e'=c, 
während doch v»"’u=+e gilt. Dieser Widerspruch mit der Annahme beweist die Be- 
hauptung. 

Nehmen wir jetzt an, daß (72) eine Lösung «* hat. Wenn wir zeigen, daß (60), (61), 
(62) gelten, so werden wir Satz 9 bewiesen haben. Diesen Nachweis gründen wir auf die 
eben bewiesene Tatsache, daß aus einer für alle c (ET) gültigen Gleichung c*=c” stets 
u=» folgt. Wird auf der rechten Seite von (72) zuerst a=e, dann «= e gesstzt, so 
bekommt man nach (71,,) c* bzw. c (=c*). Damit ergibt (72) «’=x, e=e, d.h. die 
Richtigkeit von (60; .). 


Um (61,) zu zaigen, genügt es, 
ee” a ce? 


nachzuweisen. Diese Gleichung bedeutet nach (72) 
(ab) * (abe)* =-b** (be)*“. 


Die rechte Seite ist, wieder nach (72), gleich (ab)”*a* -a”*(abc)*. Demnach stimmen 
beide Seiten überein, womit (61,) bewiesen ist. 
Statt (62,) genügt es, 
c® IR Pd 


%) Von diesem Sıtz gebt nur ein kleinsr Teil auf 82p zurüsk. (Siehe die erste Fußnote in seiner Ar- 
beit [11].) - 

®) Die B>dinzung (71) stimmt mit (60, .), (61,) überein, ist also notwendig dafür, daß die Angaben 
@,T,a“ bei Hinzunahme einer weiteren Funktion «(€ F) die Bastimmungsstücke einer Gruppe G?TF aus 
Satz 6 bilden. Demnach wird durch (71) die Allgemeinheit von Satz 9 nicht beschränkt. 
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zu zeigen. Die rechte Seite schreibt sich nach (71,) als (c?* y”. Demnach verwandelt 
sich unsere Gleichung nach (72) in 

a”*P(ac)"? = (aP)* (af cP*)*. 
In den letzten Klammern steht nach (72) gerade (ac)®. Demnach stimmen beide Seiten 
wegen (71,) überein, womit (62,) bewiesen ist. 

Da endlich (71), (72) nichts anderes sind als (61,), (60,,.), (62,), so gelten alle Re- 
lationen (60), (61), (62). Damit haben wir Satz 9 bewiesen. 

Wir bemerken über eine Gruppe @:F aus Satz 6 noch folgendes. Wie wir schon 
erwähnt haben, braucht eine Permutation a—a* im allgemeinen kein Automorphismus 
von @ zu sein. Und zwar zeigt (62,), daß dies dann und nur dann der Fall ist, wenn für 
dieses x und alle a,b die Gleichung 


(73) b"—p* 
besteht. (Mit der oben verwendeten Bezeichnung besagt dies die Gleichheit der Per- 
mutationen [&*] für allea.) Gilt dies für alle x, so bedeutet das, daß FT ein Automorphismen- 
bereich für @ ist. Ähnlich ist G@ ein Autmorphismenbereich für FT dann und nur dann, 
wenn stets #°"—* gilt. Wir beweisen nach Sz&p [11] zunächst den folgenden 


Satz 10. Für eine einfache Gruppe G:T aus Satz6 kann keine der Gruppen G,T 
ein Automorphismenbereich für die andere sein. 


Beweis. Nehmen wir an, daß etwa FT ein Automorphismenbereich für @ ist. Dann gilt 
(73), und dies bedeutet, wie wir schon gesehen haben, daß a-!a®EeF, gilt. Andererseits 
muß wegen Satz 8 bereits T,=e sein, und so ergibt sich 
alte, a"=oa, GB=@. 


Wieder nach Satz 8 bedeutet dies, daß (G, e) normal in @=F ist. Dieser Widerspruch 
beweist Satz 10. 

Zum Schluß wollen wir noch den Fall betrachten, daß jede der beiden Gruppen 
G,F ein Automorphismenbereich für die andere ist. Dieser Fall ist nach Satz 6 durch die 
Bedingungen (60), (61) und 

(74) (ab) =a*b*, b""—b*, (“B)"— a" p", Be" — pe. 
charakterisiert. Über Satz 8 hinaus gilt dann nach Sz&p [11] der folgende 

Satz 11. Ist die Gruppe G:T aus Satz 6 so beschaffen, daß jede der Gruppen G, T ein 


Automorphismenbereich für die andere ist, (d. h. gilt (74)), so ist die Faktorgruppe 
G:F/(G,,F,) das direkte Produkt der Faktorgruppen G/G,, FIT; 

Beweis. Zuerst zeigen wir, daß (G,, T) eine Gruppe ist. Betrachten wir zwei Ele- 
mente (a,«), (b,ß) dieser Menge (a,bEeG,; «,ßeEF). Ihr Produkt (ab*, a’) liegt 
(siehe Satz 7) wegen b’EG,,a’=«& wieder in (G,, FT). Außerdem gilt: 

| (e, &)E(G,, F), (a, 0)"!= ((a, e) (e, a))!= (e, a1) (a7, e)E(G,, F), 
womit die Gruppeneigenschaft nachgewiesen ist. Ähnlich ist auch (G, T,) eine Gruppe. 

Beide Gruppen (G,,F), (@, F,) enthalten nach Satz 8 den Normalteiler (G,, FT); 
und es gilt offenbar 

(75) G/G,=(G, F)l@, Fi), Filnm(G, MG; Fi): 

Es ist klar, daß die Faktorgruppen rechts außer (der Einheit) (G,, F,) kein Element ge- 


meinsam haben. Wenn wir noch zeigen, daß sie elementweise vertauschbar sind, so 
folgt, daß 


G:F/(G,, Fı) (=(6, MG, Fı)) 








g 


Si 














Redei, Anwendung des schiefen Produktes in der Gruppentheorie. 219 


ihr direktes Produkt ist, und das kommt wegen (75) der Behauptung des Satzes 11 gleich. 
Je ein Element (eine Restklasse) der genannten Faktorgruppen läßt sich durch ein 
Element von der Form (a*!, e) bzw. (e, «) repräsentieren. Es genügt zu zeigen, daß der 
Kommutator 

(a!, e) (e,&) (a,e) (e,a"!)=(a’!, «) (a, a!) = (arla*, a" a!) 


in (G@,, T}) liegt. Das trifft wegen (74, ‚) zu, woraus nämlich a-!a*€G,, a"a-!er, folgt. 
Damit haben wir Satz 11 bewiesen ?7*). 


89. Die Gruppen G:T, G:rF. 


Die übrigen zwei 2-fachen Ausartungen GsT,G@:T von G@>T konnten wir bisher 
nicht mit genügender Ausführlichkeit untersuchen. Wir wollen daher auf sie hier nur 
kurz eingehen. Uns scheint @sT mehr Interesse zu verdienen als @+F. 

Aus Satz 1 ergibt sich durch die Spezialisierung b’—b, „= 


Satz 12. Das schiefe Produkt GsT aus (6) ist dann und nur dann eine Gruppe mit 
der Einheit (e, e), wenn 


(76) e=a'=e, e—=a'=e, 
N) aß’ = Pa, ab’=b*a, 
(78) ae, weni: 

(79) (a?) =e, (ae =e, 

(80) (Ar, (abjed—ahr 


gelten. 
Bemerkung. ‚Man kann leicht zeigen, daß alle (a, a’) im Zentrum liegen und 
(a, &) *** (@, &%) = (Qı *** @p, & + 0.) C 


mit einem Zentrumselement ( gilt. Übrigens brauchen jetzt (G, e), (e, F) keine Gruppen 
zu sein. 
Ähnlich ergibt sich aus Satz 1 durch die Spezialisierung ß*=e, „"=a 


Satz 13. Das schiefe Produkt G:T aus (7) ist dann und nur dann eine Gruppe mit 
der Einheit (e, e), wenn 


(81) =, "=e, "== 
(82) a’ a, a” —ab, 

(83) (ar =afr, (a) = Ba°p-, 
(84) (ab)’=a’b’, (ab)'a® — a?‘ b° 


gelten. 
8 10. Die Gruppen G:T, G:rF. 


Aus Satz 3 gewinnen wir durch die Spezialisierung a’=e bzw. «& 
genden zwei Sätze: 


d_x die fol- 


Satz 14. Das schiefe Produkt G>sT aus (8) ist dann und nur dann eine Gruppe mit 
der Einheit (e, e), wenn 

(85) («B)’=a'B, ad = (ad), aa, e=eE 
gilt. 


274) Anmerkung bei der Korr«kiur. Seit Abfassung der vorliegenden Arbeit hat Herr Sz&p mehrere 
Sätze über die Gruppen G:T gewonnen; ihre diesbezüglichen Arbeiten sind im Druck. 


28* 
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Bemerkung. In diesem Falle sind in GsF=(G,e) (e, T) beide Faktoren Gruppen 
(kurz gesagt: GsT hat die komplementären Faktoren F,G). Deshalb nennt man @&F 
und auch die nach Satz 5 entstehenden Transformierten zerfallende Erweiterungen (von 
F mit G). Man erhält sie dadurch, daß man in (57) a’— & setzt, was 

(86) (ab)’-1a”b’, b’-1aPb' 
liefert. Ein solches Funktionenpaar (als Spezialfall von a?, & 
in ähnlicher Ausdrucksweise zerfallend nennen ®). 

Satz 15. Das schiefe Produkt GsT aus (9) ist dann und nur dann eine Gruppe mit 
der Einheit (e, e), wenn 


(87) a?°b’—=(ab)'a’, =a'=e 


d aus Satz 3) kann man 


gilt. 
Bemerkung. Ist F abelsch, so liegt (e, F) im Zentrum der Gruppe GsT'. Daher 
heißt diese (für diesen Fall) eine zentrale Erweiterung (von T mit G). 


& 11. Die Gruppen G:P, G»P, G>P. 


Wir wollen uns mit den sehr interessanten schiefen Produkten (10) bis (12) be- 
schäftigen, die im wesentlichen Spezialfälle der vorigen G@sT, GsT sind. Einfachheits- 
halber lassen wir nur den Fall zu, daß der vorgelegte Ring P eine Einheit hat, die wir 
mit e bezeichnen. Es gelten die folgenden drei Sätze ?®): 

Satz 16. Das schiefe Produkt G:P aus (10) ist dann und nur dann eine Gruppe 
mit der Einheit (e, 0), wenn ®) 


(88) (ab) =a'b’,, ed=e (a’EP) 
gilt. 

In dieser Gruppe gelten [außer (10)] die Formeln: 

(89) (a, a)1= (ar!, —aa’'), 

(90) (a, &) (b, ß) (a, a)"!= (aba, («b’+ß—a) a’-!), 

(91) (a, a)" —=(a*, a(e+a’+a’?+ --+a’})) (n>0). 


Satz 17. Das schiefe Produkt GsP aus (11) ist eine Gruppe mit der Einheit (e, 0), 
wenn ®!) 


(92) (ab) =a’+b', (ab) =a”-+b" (a’, a”eP). 
gilt. 
In dieser Gruppe gelten [außer (11)] die Formeln: 
(93) (a,o)"!=(a, —a+a'a), 
(94) (a, &) (b, ß) (a,a)""=(aba’!, b+a’b"—b’a’), 
(95) (a, a)"=(a”,na&+(5) a’a”). 


2®) Man pflegt die erste Funktion in (87) ein zerfallendes Faktorensystem zu nennen. 

2%) Diese drei Sätze ergeben sich leicht aus den Sätzen 14, 15. Siehe auch meine Arbeit [6], Sätze 1, 3. 

®) Nach (88) darf a—a’ eine homomorphe Abbildung von @ in den Ring P genannt werden. Die ver- 
schiedenen a’ bildan eine Gruppe (nach der in P gültigen Multiplikation) mit der Einheit e. Dementsprechend 
soll a’! das Inverse von a’ in dieser Gruppe bezeichnen. 

3!) Nach (92) sind a—a’, a—>a” ja eine homomorphe Abbildung von @ in P+. Wir bemerken, daß 
in Satz 17 die Existenz der Ringeinheit e nicht gefordert zu werden braucht, und daß sich (92) durch die viel 
allgemeineren Bedingungen 

a’(be)” +b’c”"=(ab)’c”+a’'b”, ea’ =ua’e”’=0 


ersetzen läßt, die dann aber auch notwendig sind, damit @®P eine Gruppe ist. 
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Satz 18. Das schiefe Produkt G»P aus (12) ist dann und nur dann eine Gruppe. 
wenn die Einheit e von G mit der Einheit e von P zusammenfällt. 


In dieser Gruppe gelten (89) bis (91) bei Ersetzung von x’ durch x. Die Einheit ist (e, 0). 


$ 12. Die Gruppen R:P. 


Es steht nichts im Wege, die Gruppen RıP aus (13) auf Grund von Satz 1 als 
Spezialfall zu bestimmen. Wir wollen uns jedoch damit nicht aufhalten (siehe aber $ 14). 
Hier bestimmen wir nur die Gruppen RP aus (14). Einfachheitshalber beschränken 
wir uns auf den Fall, daß es in beiden Ringen R, P eine Einheit gibt, die wir mit e bzw. 
e bezeichnen. Dann gilt 


Satz 19. Ein schiefes Produkt RuP aus (14) ist dann und nur dann eine Gruppe 
mit der Einheit (0, 0)?2), wenn 

(96) (“B)’=a'ß', (a’)’=e, 0o'=e, (ab)'=a’b’, (a’)'=e, 0’ =e 
gilt. 

Den Beweis erbringt man leicht aus Satz 6 durch passende Spezialisierung oder 
noch bequemer direkt auf Grund der Definition (14). 


$ 13. Über die Gruppen Ger. 


Wie schon in $ 1 bemerkt, können wir die Gruppen @>T aus (15) im allgemeinen 
nicht durch einfache Bedingungen charakterisieren. Deshalb beschränken wir uns auf 
folgenden Satz: 

Satz 20. Ein schiefes Produkt G>T aus (15) ist eine Gruppe mit der Einheit (e, e). 
wenn 


(97) “«=a,d>e, a=a, e=e, 
(98) a”? = (a*)P= (aP)*, a (a)? = (aP)*, 
(99) (abr-ab, (Bau, 

(100) a’ =a®, af ne 


gilt. 
Aus (97) bis (100) und aus (15) folgt nämlich durch leichte Rechnung, daß Ger 
die Einheit (e, e) hat und assoziativ ist, und ferner, daß 


(a, a) (a”**, &”°*)=(e, &) 


gilt, d.h. (a,x) ein Inverses hat. 


$ 14. Beispiel einer nichtausgearteten Gruppe R:P. 


Wir wollen zu Anwendungen der behandelten schiefen Produkte übergehen, wobei 
wir uns auf wenige wichtige Beispiele beschränken wollen. 

Das erste Beispiel, mit dem wir uns hier beschäftigen wollen, ist von nur mehr 
theoretischer Bedeutung. Wir wollen nämlich eine nichtausgeartete Gruppe G:F 
wirklich konstruieren. Am leichtesten gelingt das mit dem Spezialfall R»P. 

Es bezeichne durchweg p eine Primzahl, R(m) den Restklassenring mod m 
(gebildet im Ring der ganzen Zahlen). Unser Beispiel wird so entstehen, daß wir 
R=P=R(p?) setzen. Dabei werden wir die Elemente (Restklassen) von R(p?) durch 
ihre Repräsentanten ersetzen; dann sind die Elemente von RıP Paare (a,x) von 


3) Die Nullin R und P bezeichnen wir mit 0 bzw. o. 
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ganzen Zahlen, die mod p? betrachtet werden. Die Multiplikation definieren wir durch 
(101) (a, &) (db, B)=(a+b+pa(b+P), «+ß+pb(a+a)). 


Der Vergleich mit (13) zeigt, daß an Stelle der vier Funktionen «*b, a'ß", b’’a’, «b* 
der Reihe nach b(1+po), pxß, pab, a(1-+pb) getreten sind. Demnach liegt ersichtlich 
ein nichtausgearteter Fall vor. Die Gruppeneigenschaften zeigt man am besten direkt. 
Man sieht, daß (0, 0) die Einheit ist. Das Inverse existiert unbeschränkt wegen 


(a, &) (—a+pa(a+a), —a+ pa(a+%))=(0, 0), 


und man zeigt leicht auch die Assoziativität. 

Die angegebene Gruppe ist von der Ordnung p* und ließe sich auch einfacher dar- 
stellen. Hierauf kommt es uns bei diesem Beispiel nicht an; wir wollten ja nur zeigen, 
daß es nichtausgeartete Gruppen G@>F gibt. 


$ 15. Einstufig nichtabelsche Gruppen. 


Wir kommen jetzt zu einer der wichtigsten Anwendungen der schiefen Produkte. 
Es handelt sich um die einstufig nichtabelschen Gruppen, von denen sich die interessan- 
testen als schiefe Produkte vom Typ G:P darstellen lassen. In dieser Anwendung liegt 
zugleich unser Hauptargument dafür, daß wir in der Einleitung die allgemeine Be- 
deutung der schiefen Produkte nicht übertrieben haben. 


Wir nennen eine Gruppe einstufig nichtabelsch, wenn sie nichtabelsch ist und 
lauter abelsche echte Untergruppen hat. Allgemein nennen wir eine Gruppe n-stufig 
nichtabelsch (n natürliche Zahl), wenn n — 1 das Maximum der Stufenzahl der echten 
Untergruppen ist; den abelschen Gruppen kommt dabei die Stufenzahl 0 zu. Durch diese 
Definition kommt jeder endlichen Gruppe eine bestimmte Stufenzahl zu ®). 


In diesem Paragraphen wollen wir uns auf endliche Gruppen beschränken. Man 
braucht nicht zu betonen, wie wichtig die einstufig nichtabelschen Gruppen sind, sie 
kommen ja (mindestens eine) in allen nichtabelschen Gruppen als Untergruppen vor. 
Es ist erstaunlich, daß sie trotzdem bis vor kurzem nur unvollständig bekannt waren. 
Zuerst haben sie Miller und Moreno [4] untersucht. Später kam Schmidt [8] auf sie 
zurück. Die Strukturfrage hat dann Verfasser [6] völlig aufgeklärt. 


Die einstufig nichtabelschen Gruppen sind teils p-Gruppen, teils von einer Ordnung 
p"g”, wobei p,g verschiedene Primzahlen bezeichnen und (bei passender Reihenfolge 
der ?,g) v die kleinste Zahl ist, für die plga’—1 gilt. Die ersteren sind von sehr einfacher 
Struktur. Wir lassen sie hier beiseite. Die letzteren kann man als schiefes Produkt @:P 
angeben. Hierzu hat man für @ und P die allereinfachsten Strukturen zu wählen, näm- 
lich die zyklische Gruppe von der Ordnung p* bzw. den endlichen Körper mit g” Ele- 
menten. Bezeichnet dann g ein erzeugendes Element von @ und o ein Element von P 
mit o=#e, o’=e, so läßt sich die in Rede stehende einstufig nichtabelsche Gruppe als 
schiefes Produkt @:P aus (10) durch die Multiplikation 


(102) (d', a) (, = (g'**,“0e*+P) 
definieren. Man sieht nämlich auf Grund von Satz 16, daß (102) in der Tat zu einer 
Gruppe führt [und zwar ist jetzt die Homomorphie ®#) aa’ durch (g*)’= o* gegeben]. 
Sie ist einstufig nichtabelsch und gegenüber der speziellen Wahl von g und o invariant 
(d. h. die verschiedenen g, o führen zu isomorphen Gruppen), wie man leicht zeigen kann. 


3%) Ich weiß nicht, ob unendliche (nichtabelsche) Gruppen von einer endlichen Stufe existieren. Es 
ist dıs ein» sehr reizvolle Frage, die auf das folgende Problem hinausläuft: Gibt es unendliche nichtabelsche 
Gruppen mit lauter abelschen echten Untergruppen ? 
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Die Umkehrung, daß durch (102) alle einstufig nichtabelschen nicht-p-Gruppen erschöpft 
sind, liegt tief. Eine ausführliche Begründung dafür findet sich in unserer Arbeit [6]. 

Im Hinblick auf die einfache Form von (102) sollte man meinen, daß es sich um 
Gruppen von sehr einfacher Struktur handelt. Dem ist aber durchaus nicht so. In 
Wirklichkeit sind es ziemlich verwickelte Gruppen (siehe hierüber die Arbeit [6], Satz 7 
und Bemerkungen), die einzig und allein durch die Verwendung des Begriffs des schiefen 
Produktes in der äußerst durchsichtigen Form (102) erscheinen ®*%). 

Aus diesen Gründen muß anerkannt werden, daß insbesondere das schiefe Produkt 
G:F aus (10) ein unentbehrliches Hilfsmittel der Gruppentheorie ist. Dabei betonen wir 
nochmals, daß man diesem schiefen Produkt GT bereits im Zusammenhange mit den 
einstufig nichtabelschen Gruppen begegnet. 

Wir wollen auch noch bemerken, daß nach obigem die endlichen Körper eine wich- 
tige Rolle in der Theorie der endlichen Gruppen spielen ®). Es scheint uns, daß all- 
gemeiner die endlichen Ringe zur Konstrul:tion von Gruppen mit gutem Erfolg verwendet 
werden können. 


8 16. Die Euklidische Bewegungsgruppe. 


Im n-dimensionalen Euklidischen Raum lassen sich die Bewegungen in der Form 
(A, a) angeben, wobei A (der rotative Teil) eine orthogonale n®?-Matrix und a (der trans- 
lative Teil) einen »-dimensionalen Spaltenvektor bezeichnet. Das Produkt [zuerst (B,b), 
dann (A,a)] zweier Bewegungen berechnet sich bekanntlich nach der Formel 

(103) (A,a) (B,b)=(AB, Ba-+b), 
wobei Ba das gewöhnliche Matrizenprodukt bezeichnet. Der Vergleich mit (8) zeigt, 
daß die Gruppe aller. Bewegungen ein schiefes Produkt @>F ist), wobei jetzt für @ 
die (multiplikative) Gruppe aller orthogonalen Matrizen A und für FT die additive 
Gruppe aller Spaltenvektoren a einzusetzen ist; an Stelle der Funktion f(x,b)=a° 
in (8) ist hier speziell f(a, B)—= Ba getreten. 


$ 17. Endliche totalschiefe Gruppen. 


In jeder nichtabelschen Gruppe gibt es vertauschbare Elemente, nämlich z.B. 
die Elemente einer zyklischen Untergruppe. Ich nenne eine nichtabelsche Gruppe total- 
schief, wenn je zwei vertauschbare Elemente in einer zyklischen Gruppe liegen °”). 

Wir betrachten hier die endlichen totalschiefen Gruppen (siehe aber $ 18) und 
zeigen vor allem, daß diese mit denjenigen endlichen nichtabelschen Gruppen überein- 
stimmen, die nur zyklische Gruppen oder höchstens noch verallgemeinerte Quater- 
nionengruppen ®) zu Sylowgruppen haben. 

In einer endlichen nichtzyklischen abelschen Gruppe gibt es nämlich stets nicht- 
zyklische Untergruppen von einer Ordnung p?. Deshalb ist eine endliche nichtabelsche 
Gruppe dann und nur dann totalschief, wenn alle Untergruppen von einer Ordnung p? 
zyklisch sind. Hieraus folgt die Behauptung sofort nach einem bekannten Satz (siehe 
Zassenhaus [13], S. 113, Satz 17). 


3) Wir bemerken noch, daß uns die formale Eleganz von (102) in einer neueren Arbeit [7] zu gewissen 
Resultaten über einfache Gruppen verholfen hat, die wir ohne das einfache Schema (102) wegen unüberwind- 
barer rechnerischer Schwierigkeiten gewiß nicht hätten erzielen können. 

3) Mit endlichen Körpern hat man auch sonst viel in der Gruppentheorie zu tun. 

%) Darauf hat mich Herr J.J. Burckhardt aufmerksam gemacht. 

#) Man kann sagen, daß die einstufig nichtabelschen und die totalschiefen Gruppen zwei entgegen- 
gesetzte Extreme sind. Die einen sind sozusagen im kleinsten, die anderen im größten Maße schief. 

#) S.Zassenhaus [13], S. 110. 
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Die totalschiefen Gruppen der ersten Art (das sind die nichtabelschen Gruppen 
mit lauter zyklischen Sylowgruppen) lassen sich bekanntlich (siehe Zassenhaus [13], 
S. 139, Satz 11) abstrakt durch die Relationen definieren: 


(104) g"=y"=1, g!yg=y* (t"= 1(mod n), (m, n)=1, (t—1,n)=1; m,n,t22), 
wobei g und y Erzeugende der Gruppe sind. Das Produkt zweier beliebigen Elemente 
lautet dann 

giyk yagiripklrt 

Bezeichnen nun @, F die durch g bzw. y erzeugte (zyklische) Gruppe, so sieht man 
nach Satz 14, daß unsere Gruppe ein schiefes Produkt @>5F aus (8) ist, wobei man jetzt 
die Funktion &° durch 

Wirt 
zu definieren hat. Insbesondere .bedeutet die Nebenbedingung (t—1,n)=1, daß nur 
x= ein Fixelement aller Abbildungen «a ist. 

Die totalschiefen Gruppen der zweiten Art (das sind die Gruppen mit lauter zykli- 
schen Sylowgruppen mit Ausnalıme der 2-Sylowgruppe, die eine verallgemeinerte Qua- 
ternionengruppe ist) sind unbekannt. Unter ihnen gibt es auch einfache Gruppen. 


818. Unendliche totalschiefe Gruppen. 


Wir wollen hier Beispiele für unendliche totalschiefe Gruppen angeben, und zwar 
wird uns hierzu das schiefe Produkt GP verhelfen. Bezeichne jetzt @ die additive 
Gruppe der ganzen Zahlen, P den Ring der rationalen Zahlen, g(>1) eine feste ganze 
Zahl, und sei in (10) speziell b’=g’(EP) gesetzt. Dann gilt 

(a+b)'=a'b', ('=1, 
und somit sind die Bedingungen (88) für diesen Fall erfüllt (man beachte, daß @ jetzt 
additiv geschrieben werden soll). In unserem jetzigen Spezialfall ist also @’P nach 
Satz 16 eine Gruppe, die wir mit ©, bezeichnen. In dieser lautet die Multiplikation 
nach (10) so: 

(105) 6,=@7P: (a, %) (b, P)=(a+b,ag’+P), 
wobei — wir wiederholen — a,b und x, ß ganze bzw. rationale Zahlen bezeichnen. Diese 
Gruppe ©, hat für andere Zwecke zuerst Krasner. konstruiert; vgl. $ 19. 

Wir zeigen, daß &, totalschief ist. Hierzu nehmen wir an, daß (a, a), (b, ß) zwei 
vertauschbare Elemente sind; wir haben zu zeigen, daß sie in einer zyklischen Gruppe 
liegen. Offenbar genügt es, sich auf den Fall a,b>0 zu beschränken. Die in Rede 
stehende Vertauschbarkeit bedeutet nach (105): 

(106) (1) =Plg'-1). 

Wir nehmen zunächst an, daß beide Seiten nicht verschwinden. Dann setzen wir 





und erhalten wegen 1’=g nach (91): 
(1,9)*=(a,y(l+g+g+ + ))=(a, a). 


Ebenso gilt (1, y)’=(b, ß). Somit liegen (a, «), (b, 8) in der durch (1, y) erzeugten (zykli- 
schen) Gruppe. Wir haben noch den Fall zu betrachten, daß beide Saiten von (106) 
verschwinden. Im wesentlichen handelt es sich um die folgenden drei Fälle: 


a=ß=0 bzw. a=0, a=0 bzw. a=b=I. 
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Im ersten Falle liegen die Elemente (a, 0), (6, 0) in der durch (1, 0) erzeugten Gruppe. 
Im zweiten Falle handelt es sich um die Elemente (0, 0), (b, 8), von denen das erste die 
Einheit ist; demnach ist die Behauptung für diesen Fall trivial. Im dritten Falle liegen 
die Elemente (0, «), (0, $) vor; beide liegen in der durch (0, +) erzeugten Gruppe, wobei 
d der Hauptnenner von a und ß ist. Damit ist die Behauptung bewiesen. 


$ 19. Gruppen mit unendlich vielen ineinandergeschachtelten 


konjugierten Untergruppen. 

Ist & eine Gruppe, $ eine Untergruppe, und A ein Element von ®, so kann (falls 
6,& und die Ordnung von A unendlich sind) AHA-!C 9 sein, worauf unseres Wissens 
zuerst Krasner [3] durch ein Beispiel aufmerksam gemacht hat (siehe auch Kaloujnine [2]). 
Selbstverständlich gilt dann allgemein: 


ASATTICAHA" (i=0, +1, +2...) 
Krasners Beispiel hierfür war im wesentlichen die eben betrachtete Gruppe ®, aus (105) 
mit g=2 (samt einer passenden Untergruppe) ®). 

Wir betrachten die Gruppe ©, aus (105) allgemein (G, P sollen dieselbe Bedeutung 
haben wie dort). Bezeichne M einen Untermodul von P. Offenbar ist dann 9=(0, M) 
eine Untergruppe von ®,. Da nach (90) 

(a, &) (0, ) (a, a)"=(0, ßg”*) 
gilt, so gilt 
(a, &)9(a, a)=(0,g7*M), 


wobei cM bedeutet, daß alle Elemente von M mit c multipliziert werden sollen. Wir 
bemerken, daß die rechte Seite von x unabhängig ist. Daher sind die 

9= (a, 0) Ha: 0)1= (0, g“M) 
schon alle Konjugierten von H(=$,). Es ist klar, daß durchweg 


CH, HH 
gilt. In vielen Fällen sind hier die Gleichheitszeichen zu streichen, so z. B. wenn M aus 
allen ganzen Zahlen besteht. Demnach ist die obige Behauptung richtig. 


$20. Abzählbare Gruppen mit unendlichen Klassen konjugierter Elemente. 


Murray und v. Neumann ([5], S. 796—797) haben das Problem aufgeworfen und 
mit einem Beispiel gelöst, abzählbare Gruppen anzugeben, in denen alle Klassen kon- 
jugierter Elemente unendlich sind (wobei man von der Einheit abzusehen hat, die ja 
für sich eine Klasse bildet). Wir verallgemeinern dieses Beispiel wie folgt. 

Bezeichne G eine ganz beliebige abzählbare Gruppe, K einen endlichen Körper 
und Pden Gruppenring von G über X. Bekanntlich besteht P aus allen endlichen Summen 


a=ZAa (AEK). 
Wir können annehmen, daß @ selbst eine Teilmenge von P bildet (man identifiziere 
nämlich a mit 1a, wobei 1 die Einheit in X ist). Da e die gemeinsame Einheit von @ 


und P ist, so wird durch (12) nach Satz 18 eine Gruppe @»P vom Typ (12) definiert. 
Diese hat die Einheit (e, 0). Statt (90) gilt (siehe Satz 18): 


(107) (a, s) (b, B) (a, a)"=(aba-ı, («b+ß—a) a”ı). 


#) Ich bin auf die Gruppen ©, unabhängig von Krasner gestoßen. 
Journal für Mathematik. Bd. 188. Heft 4. 29 
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Ist (b,ß) (*+(e, 0)) ein beliebiges Element, so gibt es ein & mit 
ab+B—a=+0; 

denn man kann hierfür, entsprechend den Fällen $#+0 bzw. ß=0 (b=+e), einfach «= 
bzw. «=e nehmen. Läßt man dann a alle Elemente von @ durchlaufen, so liefert (107) 
unendlich viele verschiedene Konjugierte von (b, ß), wieman sofort sieht. In der Tat haben 
in @»P alle Elemente (+(e, 0)) unendlich viele Konjugierte, was wir zeigen wollten. 
(In dem von Murray und v. Neumann angegebenen Beispiel handelt es sich im wesent- 
lichen um den Spezialfall, daß X der endliche Körper mit zwei Elementen ist.) 


8 21. Schlußbemerkungen. 


Wir bemerken, daß in Satz 6 nur diejenigen Gruppen G@:T bestimmt wurden, die 
die Einheit (e, e) haben. Der allgemeine Fall, daß nämlich G@:F eine Gruppe ist mit der 
Einheit (r, o), läßt sich aber durch die zur Permutation (19) gehörende Transformation 
sofort auf den vorigen zurückführen, und zwar ergibt (20) für diesen Fall, daß bei der 
genannten Transformation in der Formel (5) einfach (rb)*®, (x o)"® an die Stelle von 
b*, «® treten. 

Noch einfacher verhält es sich mit G:F. Denn ist dies eine Gruppe, so kann nach 
(4) die Einheit nur von der Form (e, o) sein, also kommt man mit einer noch einfacheren 
Transformation aus. 


Ähnliche Bemerkungen gelten auch für die übrigen schiefen Produkte (6) bis (14); 
doch muß z.B. über @s_ bemerkt werden, daß bei der vorher angegebenen Transfor- 
mation sich der Typ von @sT' verändert. Und zwar nimmt (20) für diesen Fall die Form 


rb, (Bo)**®, (ra)’?, xo 


an; demnach gilt in der Transformierten von @s die Multiplikation 


(a, ) x (db, B)=(arb(Bo)**, (ra)’xop). 


Diese ist nicht mehr von der Form (6) (d.h. die ausgeführte Transformation ist nicht 
zulässig), wohl aber immer noch von der Form (2); man hat es also mit einem (speziellen) 
GT zu tun. Wir sehen hieraus, daß man bei der Bestimmung der Gruppen GsT mit 
einer Einheit (r, o) auf den Satz 1 (statt Satz 12) zurückgreifen muß. Das hilft natürlich 
auch bei den übrigen schiefen Produkten (7) bis (14). 


Wirft man einen Rückblick auf die Beispiele in den $$ 14 bis 20, so sieht man, daß 
gerade die einfachsten Typen des schiefen Produktes zu sehr interessanten Anwendungen 
geführt haben, und zwar brauchten dabei für @ und F (bzw. P) meistens nur sehr gewöhn- 
liche Strukturen (zyklische Gruppe, endlicher : Körper, rationaler Zahlkörper usw.) 
gewählt zu werden. Gewiß gibt es noch weitere interessante Anwendungen verschiedener 
Art und auch noch weitere brauchbare Typen schiefer Produkte. 


Wir wiederholen, daß wir die einstufig nichtabelschen nicht-p-Gruppen als schiefes 
Produkt @:P mit unübertrefflicher Eleganz dargestellt haben, wogegen diese Gruppen 
z. B. als lineare Substitutionsgruppen sich nur sehr kompliziert darstellen lassen. Anderer- 
seits gibt es Gruppen, die als lineare Substitutionsgruppen sehr bequem darstellbar sind, 
so etwa die volle homogene lineare Substitutionsgruppe 2,. In der Tat ist die Angabe der 
besten Darstellung im allgemeinen nicht einmal für endliche Gruppen ein lösbares Problem. 

Wir bemerken kurz noch folgendes. Uns scheint, daß man die Theorie von Zappa- 
Szep, d.h. die der Gruppen G:f, weiter ausbauen kann. Insbesondere wäre der Fall 
zu untersuchen, daß @, T beide abelsch sind. Als einfaches Analogon von G=F läßt sich 
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das schiefe Produkt von drei Gruppen durch 


(a,&, A) (b, ß, B)=(ab*, «ß4, A B*) 


definieren, ein Fall, der auch interessant zu sein scheint. Für Ergänzungen dieser Arbeit 
verweisen wir nochmals auf die angeführte Literatur, insbesondere auf [6], [7] und [11]. 


1] 


[5] 
[6] 


[7] 
[8] 
[9] 
110] 
111} 
112] 


113] 
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Reguläre Faktoren von Graphen. 


Von Hans-Boris Belck in Frankfurt a. M. 





8 1. Grundbegriffe, Problemstellung, Beweisanordnung. 


Ein Graph ist ein Gebilde aus Punkten und Kanten. Jede Kante hat zwei nicht 
notwendig verschiedene Punkte zu Endpunkten. Ein endlicher Graph hat nur endlich viel 
Punkte und Kanten. Es werden hier nur endliche Graphen betrachtet. Ein Punkt, in 
dem keine Kante endet, heißt isoliert. Eine Kante, deren Endpunkte identisch sind, 
heißt Schlinge. Die Anzahl der Punkte eines Graphen heißt seine Ordnung. Die Anzahl 
der in einem Punkte eines Graphen entspringenden Kantenenden heißt der Grad des 
Punktes. Ein Graph heißt regulär vom Grade g oder kurz g-Graph, wenn alle seine Punkte 
den Grad g haben 


Eine im Punkte A eines Graphen beginnende und im Punkte B endende zusammen- 
hängende Aufeinanderfolge von Kanten AP,P,--- P„B heißt eine Kantenfolge von A 
nach B. Eine Kantenfolge, in der jede Kante höchstens einmal vorkommt, heißt Kanten- 
zug. Ein Graph heißt zusammenhängend, wenn je zwei Punkte in ihm durch eine Kanten- 
folge verbunden werden können. 


Der Graph @’ heißt Teilgraph von G, wenn alle Kanten und Punkte von @’ auch 
in @ vorkommen, so daß man also @’ aus @ durch Entfernung von Kanten und darauf. 
folgende Entfernung von isolierten Punkten gewinnen kann. @’ heißt speziell Faktor 
von G, wenn @’ Teilgraph von @ ist und alle Punkte von @ enthält, so daß man also @ 
aus @ durch Entfernung von Kanten gewinnen kann. F heißt Faktor f-ten Grades oder 
kurz f-Faktor von G, wenn F Faktor von @ und regulärer Graph f-ten Grades ist. Besitzt 
ein Graph einen f-Faktor, so soll er f-teilbar heißen, besitzt G keinen f-Faktor, so soll 6 
f-prim heißen. 

Es wird nun im folgenden die Frage untersucht werden, unter welchen Bedingungen 
ein Graph f-teilbar bzw. f-prim ist. Im besonderen interessiert dies in Anwendung aul 
reguläre Graphen, d.h. die Frage: Wann ist ein g-Graph f-teilbar ? 


Die letztgenannte Frage wurde zuerst von Julius Petersen aufgeworfen und unter 
anderem für den Fall g=3, f=1 beantwortet (vgl. [1]). In neuester Zeit wurde dieser 
Satz von W.T. Tutte für f{=1 und beliebiges g erweitert (vgl. [2]). Tutte gab auch als 
erster notwendige und hinreichende Kriterien für die 1-Primitivität beliebiger Graphen an. 
Hier nun werden zunächst notwendige und hinreichende Bedingungen für die f-Primitivi- 
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tät eines beliebigen Graphen angegeben. Spezialisiert man diese für reguläre Graphen, 
so erhält man einfache hinreichende Kriterien für die f-Teilbarkeit von g-Graphen. 


Die Methode, diese Probleme zu lösen, stützt sich wesentlich auf den Begriff des 
hyper-f-primen Graphen. Es sei G ein f-primer Graph, der also keinen regulären Graphen 
f-ten Grades zum Faktor besitzt. Der Grund für die f-Primitivität des Graphen @ wird 
darin zu suchen sein, daß an irgendwelchen Stellen in @ Kanten fehlen, d.h., daß ein 
regulärer Faktor f-ten Grades mehr Kanten benötigen würde als in G vorhanden sind. 
Es wäre also denkbar, daß ein Graph, der durch Hinzufügung von Kanten aus @ ge- 
wonnen werden kann, einen f-Faktor besitzt. Nun seien A und B zwei Punkte in @, 
die durch mindestens f Kanten miteinander verbunden sind. G@*=@+ (AB) seider Graph, 
den man erhält, wenn man zu @ noch eine weitere Kante (AB) hinzufügt. Man kann 
leicht zeigen, daß auch @* f-prim ist. Gibt es also in dem f-primen Graphen @ zwischen 
A und B mindestens f Kanten, so ist auch der Graph G*=@+(AB) f-prim. Anders, 
wenn in dem f-primen Graphen @ zwischen C und D weniger als f Kanten liegen. Nun 
gibt es Fälle, in denen @+(C'D) f-teilbar ist, andere Fälle, in denen @+(C'D) f-prim ist. 
Solche Graphen, für die immer der erste Fall zutrifft, haben eine besondere Bedeutung. 
Wir definieren: Der f-prime Graph @ heißt hyper-f-prim, wenn @-+(C.D) immer dann 
f-teilbar ist, wenn zwischen C' und D weniger als f Kanten liegen; oder auch: wenn 
G@+(AB) dann und nur dann f-prim ist, wenn zwischen A und B in G mindestens f Kanten 
liegen. Gibt es also in dem hyper-f-primen Graphen @ zwischen den Punkten C und D — 
die eventuell auch identisch sein dürfen — weniger als f (eventuell null) Kanten, so ist 
der Graph G+(CD) f-teilbar, d.h. er besitzt einen f-Faktor. 


Es ist klar, daß jeder Faktor eines hyper-f-primen Graphen wiederum f-prim ist. 
Es läßt sich aber leicht zeigen, daß auch umgekehrt jeder f-prime Graph Faktor eines 
hyper-f-primen Graphen ist (vgl. $6). Ein Graph ist also dann und nur dann f-prim, 
wenn er Faktor eines hyper-f-primen Graphen ist. Gelingt es also, die Klasse K, der 
hyper-f-primen Graphen zu charakterisieren, so ist damit das erste Problem im wesent- 
lichen gelöst. Denn die Menge der f-primen Graphen ist identisch mit der Menge aller 
Faktoren von Graphen aus K,. 


Zur Lösung der letztgenannten Aufgabe bedient man sich zweckmäßig der Theorie 
der alternierenden Kantenzüge. Es sei @ ein f-teilbarer Graph mit dem f-Faktor F. Wie 
üblich in der Petersenschen Theorie seien die Kanten von G@, die zu F gehören, rot, die 
übrigen Kanten von @ blau genannt. Ein Kantenzug von @, bei dem aufeinanderfolgende 
Kanten verschiedene Färbung besitzen, heißt ein alternierender Kantenzug oder kurz 
alternierender Zug. Ist dieser geschlossen, so heißt er ein alternierender Kreiszug. Ändert 
man die Färbung aller Kanten, die einem alternierenden Kreiszug angehören, während 
man die Färbung der übrigen Kanten von @ beibehält, so bestimmen auch nach dieser 
Umfärbung die roten Kanten in @ einen f-Faktor. Durch Umfärben von alternierenden 
Kreiszügen kann man also aus einem f-Faktor F, von @ neue f-Faktoren von @ gewinnen. 
Es gilt nun der Satz, daß man auf diese Weise sogar alle f-Faktoren von G erhalten kann. 
Die Menge aller f-Faktoren von @ ist also identisch mit der Menge aller der f-Faktoren, 
die sich durch Umfärben von alternierenden Kreiszügen aus einem bestimmten f-Faktor 
F, von @ ergeben ($ 2). 

Ein grundlegendes Theorem über alternierende Kreiszüge, das diesem Satz nahe 
verwandt ist, bietet die Möglichkeit, Graphen in zweierlei Hinsicht zu untersuchen. 
Zunächst läßt sich die Frage behandeln, ob sich der Teilbarkeitscharakter eines f-primen 
Graphen ändert, wenn man in ihm an gewissen Stellen weitere Kanten einführt ($ 3). 
Diese Frage ist offensichtlich wichtig, wenn man an die Definition des hyper-f-primen 
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Graphen denkt, und es ergibt sich in der Tat auf diese Weise eine erste Einsicht in’ den 
Aufbau eines hyper-f-primen Graphen H ($5). Es lassen sich drei Sorten von Punkten 
unterscheiden: Singulär heißen Punkte, die mit jedem Punkt von H durch mindestens f 
Kanten verbunden sind. Kritisch heißen Punkte, die außer mit Singularitäten mit keinem 
Punkt von H durch f oder mehr als f Kanten verbunden sind. Die übrigen Punkte von 
H heißen neutral. Man kann zeigen, daß sich die Menge der neutralen Punkte so in gewisse 
Untermengen, die Primmengen, aufteilen läßt, daß Punkte ein und derselben Primmenge 
alle untereinander durch mindestens f Kanten verbunden sind, während Punkte aus ver- 
schiedenen Primmengen durch keine einzige Kante miteinander verbunden sind. 


Der fundamentale Satz über alternierende Kreiszüge läßt sich aber auch auf f-teil- 
bare Graphen anwenden, und man erhält dann von ganz anderen Gesichtspunkten aus 
eine Einteilung der Punktmenge eines f-teilbaren Graphen ($ 4). Nun kann man ja im 
allgemeinen aus einem hyper-f-primen Graphen H durch Hinzufügung einer einzigen 
Kante einen f-teilbaren Graphen H* bilden. Die Punktmenge von H* kann man nach 
den eben erwähnten Gesichtspunkten — nach ihrer alternierenden Erreichbarkeit — ein- 
teilen. Es zeigt sich dann — und das ist entscheidend —, daß diese Einteilung von H* 
mit der oben beschriebenen Einteilung von H völlig isomorph ist. Aus dieser Überein- 
stimmung nun ergibt sich auf Grund der eingehenden Kenntnis der Einteilung von H* 
eine zahlenmäßige Einsicht in die Struktur eines hyper-f-primen Graphen H ($ 5). Hierzu 
sei 8 die Anzahl der singulären, k die Anzahl der kritischen Punkte und p die Anzahl der 
Primmengen. Denkt man sich aus H alle singulären Punkte und die in ihnen entspringen- 
den Kanten entfernt, so sei in dem verbleibenden Graphen Z die Summe der Grade der 
kritischen Punkte. Die Differenz kf—Z=F heißt die Fehlsumme F. Mit diesen Be- 
zeichnungen ergibt sich für den hyper-f-primen Graphen H, falls er nicht nur aus singu- 
lären Punkten besteht, die Gleichung 


p+F=sf+2. 


Nun läßt sich der Begriff der Einteilung in singuläre und kritische Punkte und in 
Primmengen, der bisher nur für hyper-f-prime Graphen erklärt ist, auch für beliebige 
Graphen übertragen, und zu einer jeden solchen Einteilung lassen sich dann die charak- 
teristischen Zahlen s, F und p angeben. Es zeigt sich, daß es für jeden f-primen Graphen 
eine Einteilung gibt, für die die Ungleichung 


p+F>sf 

besteht, während für jede Einteilung eines f-teilbaren Graphen die Ungleichung 
p+F<ssf 

gilt. Es ergibt sich also als notwendiges und hinreichendes 


Kriterium. Ein Graph ist dann und nur dann f-prim, wenn es eine Einteilung seiner 
Punktmenge gibt, für deren charakteristische Konstanten die Ungleichung p+F>sf 
besteht. 

Im Grunde ist dieser Satz nur eine Verfeinerung der Aussage, daß jeder f-prime 
Graph Faktor eines hyper-f-primen Graphen ist ($ 6). 


Wendet man diesen Satz auf reguläre Graphen an, so ergibt eine genauere Abzäh- 
lung hinreichende Kriterien für die f-Teilbarkeit von g-Graphen ($ 7). Man nenne einen 
Graphen von der Dichte d, wenn man mindestens d Kanten aus ihm entfernen muß, um 
ihn zum Zerfall zu bringen. Man erhält den 
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Satz. G sei regulär vom g-ten Grade. G besitze eine gerade Anzahl von Punkten, 
falls f ungerade ist. @ habe eine Dichte d>D(f,g), wobei D(f,g) eine nunmehr für alle 
Werte von f und g bekannte Funktion ist. Genügt G diesen Voraussetzungen, so ist @ f-teilbar. 

Obwohl dies nur ein hinreichendes Kriterium ist, kann man zeigen, daß es g- 
Graphen gerader Ordnung von der Dichte D(f,g) gibt, die f-prim sind. 


Dieses Kriterium ist die sinngemäße Verallgemeinerung des Petersenschen Satzes 
in seiner engeren Fassung (D(1, 3)=1). Auch das Ergebnis von Tutte ist in diesem all- 
gemeinen Satz mit enthalten. 


8 2. Alternierende Kanten und alternierende Züge. 


Bezeichnungen. @ sei ein f-teilbarer Graph. Faßt man einen bestimmten f-Faktor F 
von G ins Auge, so nenne man die Kanten von @, die zu F gehören, rot, während man die 
übrigen Kanten von G@ blau nenne. Man sagt, daß ein f-Faktor von G eine Färbung definiert. 
Umgekehrt definiert eine Färbung eines Graphen @ einen f-Faktor von @, wenn in jedem 
Punkte von @ f rote Kanten entspringen. Eine rote (bzw. blaue) Kante zwischen P und @ 
wird mit Pr@ (bzw. PbQ) bezeichnet. Auch innerhalb von alternierenden Zügen kann 
die Färbung von Kanten angedeutet werden. Es ist z.B. Pr@bSr ---rYbZ ein alter- 
nierender Zug von P nach Z, der in P mit der roten Kante PrQ@ beginnt, über die Kanten 
QbS usw. verläuft und schließlich mit der blauen Kante YbZ in Z endet. 


Definition. Eine Kante k heißt in @ f-alternierend, wenn es sowohl einen f-Faktor 
von @ gibt, der k enthält, als auch einen f-Faktor von @, der k nicht enthält. Im folgenden 
sei für f-alternierend kurz alternierend gesetzt, da sich die weiteren Untersuchungen so- 
wieso nur auf f-Faktoren beziehen. 


Satz 1. @ sei einGraph mit einem f-Faktor F. Eine Kante ist in G alternierend, wenn 
sie bei Zugrundelegung der Färbung des f-Faktors F auf einem alternierenden Kreiszug liegt. 


Beweis. Es ist unmittelbar einzusehen, daß nach Umfärben eines alternierenden 
Kreiszuges von @ die neuentstandene Färbung wiederum einen f-Faktor von @ definiert. 
Liegt also z. B. eine rote Kante k auf einem alternierenden Kreiszug, so kann man diesen 
Kreiszug umfärben. Die jetzige Färbung von @, in der k blau ist, definiert also einen 
f-Faktor von G@, dem k nicht angehört. 


Satz 2. Jede alternierende Kante eines Graphen @ liegt bei Zugrundelegung der Färbung 
eines beliebigen f-Faktors von G auf einem alternierenden Kreiszug. 


Beweis (vgl. dazu Fig. 1). Zunächst sei angenommen, daß @ keine Schlingen besitzt, 
und der Beweis sei unter dieser Voraussetzung geführt. Man kann aber leicht zeigen, 
daß der Satz auch ohne diese zusätzliche Voraussetzung gültig ist, was hier jedoch unter- 
lassen sei. 


k sei eine alternierende Kante in @. Dann gibt es also einen f-Faktor F von G, 
der k enthält, und einen f-Faktor F’' von G, der & nicht enthält. F’ sei ein beliebiger 
f-Faktor von G, und es sei (ohne Beschränkung der Allgemeinheit) angenommen, daß 
k in F’ enthalten ist. In diesem Falle untersuche man die Beziehungen von F’ und F". 
(Falls k nicht zu F’ gehört, so vergleicht man entsprechend F’ mit F.) 


Nun seien G’ und @” zwei zu @ homöomorphe Graphen. In @’ lege man die Färbung 
von F' zugrunde, in @’’ die Färbung von F’'. Der Kante k in @ entspricht also durch 
die Homöomorphie in @’ eine rote Kante k’, in @’' entsprechend eine blaue Kante k'. 
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Nun beginne man mit der blauen Kante k”=4"'bB’’' von @” einen alternierenden 
Zug. In B’ entspringen, wenn man von der Kante &k’’ ganz absieht, f rote Kanten. 
Im Punkte B’ des Graphen G@’ entspringen dagegen außer der Kante k’=A’rB’ nur 
noch f—1 rote Kanten. Daher gibt es in B’ eine rote (von k’’ verschiedene) Kante, der 
in @’ durch die homöomorphe Zuordnung eine in B’ entspringende blaue (von k’ ver- 
schiedene) Kante entspricht. Diese beiden Kanten mögen zu P/ in @’ bzw. zu Pi’ in @” 
führen. Angenommen, es sei P| von A’ verschieden: P|++4A’. Dann ist auch P} + 4A". 
Es gibt nun in P/ wieder f von B’b Pi verschiedene rote Kanten, während es in P/' nur 
f—1 von B’r P\ verschiedene rote Kanten gibt. Es existiert also eine rote Kante P\rP}, 
der in G’’ eine blaue Kante P}'bP, entspricht. Wenn nun P5+ A’, B’ ist, so kann man 
das Verfahren auf die gleiche Weise fortsetzen. Man erhält so einen in A’ mit einer roten 





Fig. 1. (f=3) = rot, —— blau. 


Kante beginnenden alternierenden Zug A’rB’bPirP;b---, dem in G” ein ebenfalls 
alternierender Zug A"bB’rP/bPyr--- entspricht, nur daß entsprechende Kanten 
dieser Züge in @’ und @’ verschiedene Färbung haben. 


Es kann vorkommen, daß man auf dieser alternierenden Wanderung zu einem 
Punkte Q’+A’ (bzw. Q’+A') kommt, den man bereits schon passiert hat. Es sei so, 
daß man die Punkte @’ und Q’’' je schon genau n-mal passiert hat, ehe man nun zum 
(n-+ 1)-ten Male nach Q’ gelangt, und zwar, ohne Beschränkung der Allgemeinheit, mit 
einer roten Kante. Die Anzahl der in Q’ entspringenden roten Kanten, die auf dem 
bisher in @’ zurückgelegten Kantenzug liegen, ist n+1 Sf. Da der letzten roten Kante 
des Zuges von @’ in G@’’ konstruktionsgemäß eine blaue Kante entspricht, so ist die Anzahl 
der in Q’ entspringenden roten Kanten, die auf dem bisher in @’’ zurückgelegten alter- 
nierenden Zug liegen, nur n< f. Die Anzahl der roten Kanten, die in Q’’ entspringen und 
nicht auf dem bisher in G’’ zurückgelegten Zug liegen, ist also von Null verschieden und 
um genau eins größer als die entsprechende Anzahl roter Kanten in @’. Daher gibt es 
unter diesen roten, in Q’’ entspringenden Kanten eine, der in @” eine blaue Kante ent- 
spricht. Mit dieser roten Kante kann man nun den alternierenden Zug in @’’ fortsetzen, 
während man mit der ihr in @’ entsprechenden blauen Kante den alternierenden Zug 
von @’ fortsetzen kann. 


Für den Fall, daß man ein oder mehrere Male mit einer roten Kante in A’ eintrifft, 
gelten die gleichen Überlegungen wie oben. Analoge Überlegungen gelten, wenn man 
mit einer blauen Kante mehrere Male zu einem Punkt R’=++A’ gelangt. In jedem der ge- 
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nannten Fälle kann man die beiden entsprechenden alternierenden Kantenzüge in @’ 
und @” durch zwei einander entsprechende Kanten fortsetzen. 

Trifft man aber mit einer blauen Kante in A’ (und gleichzeitig mit einer roten 
Kante in A’) ein, so bilden die durchlaufenen alternierenden Züge alternierende Kreis- 
züge der gewünschten Art durch k’ bzw. k'. 

Dieser letzte Fall tritt aber unter den angegebenen Voraussetzungen notwendig 
nach höchstens endlich vielen Schritten ein. Denn solange man nicht mit einer blauen 
Kante nach A’ gelangt, kann man die bereits durchlaufenen alternierenden Züge immer 
je um eine Kante verlängern, wie oben angezeigt wurde. Da aber @’ und G” nur endlich 
viele Kanten haben, kann man das angegebene Verfahren natürlich nur höchstens endlich 
viele Male fortsetzen, d.h. nach höchstens endlich vielen Schritten muß sich der An- 
wendbarkeit des Verfahrens ein Hindernis in den Weg stellen, und dieses Hindernis kann 
nur darin bestehen, daß man mit einer blauen Kante nach A’ gelangt ist. Damit ist der 
Satz 2 bewiesen. 

Satz 1 und Satz 2 ergeben zusammengenommen das 


Theorem I. Eine Kante ist in G dann und nur dann alternierend, wenn es bei Zugrunde- 
legung der Färbung eines beliebigen f-Faktors von G einen alternierenden Kreiszug durch 
diese Kante gibt. Eine Kante ist dann und nur dann nicht alternierend in G, wenn es bei 
Zugrundelegung der Färbung eines beliebigen f-Faktors von G keinen alternierenden Kreiszug 
durch diese Kante gibt. 

Die Eigenschaft einer Kante, in @ alternierend oder nicht alternierend zu sein, ist 
in gewissem Sinne unabhängig von den f-Faktoren von @, hat aber natürlich nur Sinn, 
wenn @ f-teilbar ist. Aus Theorem I folgt nun, daß auch die Eigenschaft einer Kante, 
in G@ auf einem alternierenden Kreiszug zu liegen, unabhängig von der speziellen Wahl 
des zugrunde gelegten f-Faktors ist. 


Zusatz I, 1. Gibt es zwei verschiedene f-Faktoren F, und F, in G, und ist z. B. k eine 
Kante von G, die in F, enthalten ist, nicht aber in F,, so gibt es bei Zugrundelegung eines 
der beiden f-Faktoren in G@ durch k einen alternierenden Kreiszug, dem nur solche Kanten 
angehören, die in F, dann und nur dann enthalten sind, wenn sie in F, nicht enthalten sind. 

Der Beweis für Zusatz I, 1 ist bereits in dem Beweise für Satz 2 mit enthalten. 


Zusatz I, 2. Jeder f-Faktor von G kann aus einem bestimmten f-Faktor F von G durch 
Umfärben alternierender Kreiszüge gewonnen werden, und jede Umfärbung von alternierenden 
Kreiszügen in G bei Zugrundelegung von F liefert einen f-Faktor von G. 

Der Beweis von Zusatz I, 2 ergibt sich selır leicht aus Zusatz I, 1. Man erhält in 
Zusatz I, 2 einen Überblick über die Gesamtheit der f-Faktoren eines Graphen. 


83. Addition von Kanten zu f-primen Graphen. 


Definition. Eine p-fache Käntenverbindung der beiden Punkte A und B (eventuell 
A=B) heißt eine p-fach-Verbindung von A und B (bzw. p-fach-Selbstverbindung) und 
wird mit p(AB) bezeichnet. 

G sei ein beliebiger Graph. @+p(AB)-+g(C'D) + --- seider Graplı, der aus@ entsteht, 
indem man eine p-fach-Verbindung p(AB), eine g-fach-Verbindung qg(C'D) usw. zu den 
bereits sclıon vorlıandenen Kanten von @ hinzufügt. 

G sei ein f-primer Graph. Der Punkt S aus @ heißt „singulär‘‘ (streng genommen 
„f-singulär‘“, vgl. die Bemerkung auf S. 231), wenn @+f(S X) für jeden beliebigen Punkt X 
aus @ f-prim ist. 
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Satz 3. A, B, C und D seien vier verschiedene Punkte in einem Graphen G. In G 
gebe es eine f-fach-Verbindung f(AB) und eine f-fach-Verbindung f(BC). Ist sowohl 
G+f(AC) als auch G+f(BD) f-teübar, so ist auch G f-teilbar. 


Beweis (vgl. dazu Fig. 2). Man betrachte den Graphen 
G=G+f(AC)+f(BD). 
Die Voraussetzungen von Satz 3 drücken sich darin aus, daß es in @ 


1. einen f-Faktor F, gibt , in dem alle f Kanten der hinzugefügten f-fach- Verbindung 
f(AC) blau sind, und 


2. einen f-Faktor F, gibt, in dem alle f Kanten der hinzugefügten f-fach-Verbindung 
f(BD) blau sind. 


Angenommen, es sei k=BD eine Kante der f-fach-Verbindung f(BD) in @. 
k möge in F, enthalten, d.h. eine rote Kante der durch F, erzeugten Färbung sein. In 
der durch F, erzeugten Färbung ist k wie alle Kanten von f(BD) blau. Daher gibt es 
nach Zusatz I, 1 bei Zugrundelegung des f-Faktors F, in @ durch k einen alternierenden 
Kreiszug, der keine der eventuell vorhandenen blauen Kanten von f(BD) enthält. Dieser 
alternierende Kreiszug Z kann nun entweder blaue Kanten der f-fach-Verbindung f(AC) 
enthalten oder nicht. 


Im ersten Fall gibt es dann einen alternierenden Zug Z’, der in B mit einer roten 
Kante BrD beginnt, in einem der Punkte A oder C (man nehme etwa ohne Beschränkung 


vYyr% 


@+ (BD) @+f(4C) G@*=@+f(AC)+ f(BD) 
(mit Faktor F,) (mit Faktor F,) (mit Faktor F,) 
Fig. 2. (f=3) rot, blau. 





der Allgemeinheit an, in A) mit einer roten Kante endet und der im Inneren weder blaue 
Kanten der f-fach-Verbindung f(BD) noch blaue Kanten der f-fach-Verbindung f(AC) 
enthält. Es ist zu zeigen, daß dieser Zug Z’ nicht alle blauen Kanten der f-fach-Verbindung 
ftAB) enthalten kann. Denn f(AB) möge b blaue Kanten enthalten, so daß also die 
übrigen r=f—b Kanten von f(AB) rot sind. Enthielte Z’ alle b blauen Kanten von f(AB), 
so lägen auf Z’ außer der Anfangskante Br D noch mindestens b weitere in B entspringende 
rote .Kanten (wenn man die eventuell auftretenden Schlingen doppelt zählt). Dann 
würden aber in B zusammen mindestens r+b-+1=f+1 rote Kanten entspringen, was 
jedoch nicht möglich ist. (An dieser Stelle wird die Voraussetzung wesentlich benutzt, 
daß zwischen A und B mindestens f Kanten liegen.) Es gibt also eine nicht in Z’ ent- 
haltene blaue Kante AbB, durch die man Z’ zu einem alternierenden Kreiszug K durch 
BrD schließen kann. 

Man sieht also, daß es unter den Voraussetzungen des Satzes 3 und unter Zugrunde- 
legung des Faktors F, in jedem Falle durch eine rote Kante der f-fach-Verbindung f(BD) 
einen alternierenden Kreiszug gibt, der keine blauen Kanten aus f(AC) und f(BD) ent- 
hält. Färbt man diesen Kreiszug um, so definieren nun die roten Kanten von @ einen 
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f-Faktor F\, der weniger Kanten aus der f-fach-Verbindung f(BD) enthält als F, und 
der — wie F, — keine Kante von f(AC') enthält. Gibt es unter Zugrundelegung von F} 
immer noch rote Kanten in f(BD), so gibt es auch wieder einen alternierenden Kreiszug 
durch eine dieser roten Kanten, der keine blauen Kanten aus f(AC') und f(BD) enthält. 
Nach Umfärben dieses Kreiszuges definieren die roten Kanten von @ einen f-Faktor F’', 
der weniger Kanten von f(BD) enthält als F} und der wie F, und F\ keine blauen Kanten 
aus f(AC) enthält. Man sieht, daß man durch Fortsetzung dieses Verfahrens nach höch- 
stens f Schritten schließlich einen f-Faktor F von @ erhält, der weder Kanten von f(AC) 
noch Kanten von f(BD) enthält. F ist nun auch, wie unmittelbar einzusehen ist, ein 
f-Faktor von G, womit Satz 3 bewiesen ist. 


Zusatz 3, 1. Satz 3 bleibt auch für die Fälle richtig, in denen A=C oder B=D oder 
beides gleichzeitig gilt. Ist A=C, so genügt die Voraussetzung, daß es in G eine f-fach- 
Verbindung f(AB) gibt. 

Der Beweis von Zusatz 3, 1 verläuft mit unwesentlichen Abänderungen genau so 
wie der Beweis von Satz 3. 


Setzt man von @ f-Primitivität voraus, so gewinnt man mit Hilfe des Satzes 3 
folgenden 


Satz 4. G sei ein f-primer Graph. In G gebe es zwischen den Punkten A und B sowie 
zwischen B und C je mindestens f Kanten. B sei nicht singulär inG. Dann ist G+f(AC) 
f-prim. 

Beweis. Da B nicht singulär ist, gibt es in @ einen Punkt D so, daß G-+f(BD) 
f-teilbar ist. D ist natürlich von A und C verschieden, da @+f(AB) und G-+f(BC) 
sicher f-prim sind. Wäre nun @+f(AC) nicht f-prim, so wären für G die Voraussetzungen 
des Satzes 3 (bzw. von Zusatz 3, 1) erfüllt. Dann würde aber folgen, daß @ nicht f-prim 
wäre, was mit der Voraussetzung über @ in Satz 4 in Widerspruch stände. @+f(AC) 
muß also f-prim sein. Setzt man A=( in Satz 4, so erhält man: 


Satz 5. @ sei ein f-primer Graph. Es gebe in G@ zwischen A und B mindestens f Kanten. 
B sei in G nicht singulär. Dann ist G-+f(AA) ebenfalls f-prim. 


Der Beweis von Satz 5 verläuft analog dem von Satz 4. 


Satz 6. @ sei ein Graph, der in A und B je eine f-fach-Selbstverbindung besitzt, und es 
sei A mit B durch mindestens eine Kante verbunden. G+(AB) sei f-teilbar. Dann ist auch 
G f-teilbar. 


Beweis. Wären in dem f-Faktor F von G*=@-+(AB) nicht alle Kanten (AB) von 
G* enthalten, so wäre F gleichzeitig auch ein f-Faktor von G, wie verlangt. 


Wären alle Kanten (AB) von G* in F enthalten, also rot bei der Färbung von F, 
so gäbe es in @* den alternierenden Kreiszug ArBbBrAbA, da es nach Voraussetzung 
in G* mindestens zwei rote Kanten ArB gibt. Nach Umfärbung dieses alternierenden 
Kreiszuges erhielte man aus F einen f-Faktor F’ von G*, in dem zwei der Kanten AB 
von G* blau wären. Daraus folgt aber nach der obigen Bemerkung, daß es auch einen 
f-Faktor von @ gibt. 


Die Bedeutung der vorstehenden Sätze wird erst in $ 5 bei der Untersuchung hyper- 
f-primer Graphen klar werden. 


30* 
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84. Theorie der alternierenden Erreichbarkeit. 


Definitionen. G sei ein Graph, der einen f-Faktor F besitzt. Unter Zugrundelegung 
dieses Faktors F wird ein alternierender Zug, der in P mit einer roten Kante beginnt, 
kurz ein in P rot beginnender Zug genannt. Entsprechend definiert man z. B. einen 
in T blau endenden Zug. Pr---bT ist also z. B. ein in P rot beginnender, in T blau en- 
dender Zug, wofür man ganz kurz auch sagt: ein rot-blauer Zug von P nach T. P heißt 
erreichbar von Q, wenn es einen alternierenden Kantenzug von Q nach P gibt. Je nach- 
dem, wie dieser Zug beschaffen sein kann, unterscheidet man verschiedene Arten der 
Erreichbarkeit. Das wird in einem Doppelwort ausgedrückt, dessen erster Teil die mög- 
liche Beschaffenheit des Zuges am Anfang, dessen zweiter Teil die mögliche Beschaffen- 
heit des Zuges am Ende ausdrückt. Als Attribute stehen zur Verfügung: rot, blau, doppelt, 
nurrot, nurblau. Z. B. heißt der Punkt P von Q aus rot-nurblau erreichbar, wenn es einen 
rot-blauen Zug von Q nach P gibt, dagegen aber keinen rot-roten Zug von Q nach P. 
Der Punkt R heißt z. B. von Q aus blau-doppeli erreichbar, wenn es sowohl einen blau- 
roten als auch einen blau-blauen Zug von Q nach R gibt. 


P heißt roter Nachbarpunkt von Q, wenn es eine rote Kante PrQ gibt. Entsprechend 
heißt R blauer Nachbarpunkt von S, wenn es eine blaue Kante RbS gibt. Unter Um- 
ständen kann ein Punkt X von einem Punkt Y roter und blauer Nachbarpunkt zugleich 
sein. 

M sei eine beliebige Teilmenge der Punktmenge des Graphen @. Eine Kante, die 
von einem Punkt aus M zu einem nicht in M enthaltenen Punkt führt, heißt Randkante 
von M. M heißt zusammenhängend in @, wenn jeder Punkt aus M mit jedem Punkt 
von M durch eine Kantenfolge verbunden werden kann, die keine Randkanten von M 


enthält. Ein Punkt, der zu M gehört und in dem eine Randkante entspringt, heißt 
Randpunkt von M. Ein nicht zu M gehöriger Punkt, in dem eine (rote bzw. blaue) 
Randkante von M entspringt, heißt (roter bzw. blauer) Nachbarpunkt von M. Ein Punkt 
kann also unter Umständen zugleich roter und blauer Nachbarpunkt von M sein. 


Es sei nun @ ein Graph mit dem f-Faktor F, A ein Punkt aus @. Man verfolge alle 
in A blau beginnenden alternierenden Züge und teile die Punkte von @ folgendermaßen 
ein: 

(1) Punkte, die von A blau-nurblau erreichbar sind, 

(2) Punkte, die von A blau-nurrot erreichbar sind, 

(3) Punkte, die von A blau-doppelt erreichbar sind, 

(4) Punkte, die mit in A blau beginnenden Zügen überhaupt nicht erreichbar sind. 


A selbst sei als von A aus blau-rot erreichbar’ definiert. A gehört also entweder 
zur Klasse (2) oder zur Klasse (3). 


Es sei nun P’ ein Punkt der Klasse (1). @’ sei ein roter Nachbarpunkt von P'. 
Es ist leicht einzusehen, daß @’ jedenfalls von A aus blau-rot erreichbar ist. Es sei an- 
genommen, daß Q’ sogar von A aus blau-doppelt erreichbar ist. Dann gibt es also einen 
blau-blauen Zug von A nach @’. Dies sei Ab---bQ'. Enthielte dieser Zug nicht alle 
roten Kanten P’rQ’, so wäre Ab..-bQ’rP’ ein blau-roter Zug von A nach P' entgegen 
der Annahme, daß P’ zur Klasse (1) gehört. 


Gäbe es mehr als eine Kante P’rQ’, so müßte, weil P’ zur Klasse (1) gehört, 
jeder blau-blaue Zug von A bis @’ die Form Ab--:-bP’rQ’b----bP’'rQ'b-::bQ’ haben. 
Man sieht, daß es dann aber einen Zug Ab---bP’rQ’b.--bQ’ gäbe, der nicht alle Kanten 
P'rQ' enthielte. Es kann daher also nur eine einzige rote Kante P’rQ’ geben. 
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Jeder blau-blaue Zug von A nach @' enthält diese Kante P’rQ'. Daraus ist leicht 
zu ersehen, daß es einen blau-blauen Zug von @’ nach Q’ gibt, nämlich Q’b---bQ’. Weiter- 
hin ist unmittelbar einzusehen, daß alle von Q’ verschiedenen Punkte dieses Zuges Z 
von Q’ aus blau-doppelt erreichbar sind, und zwar in der Weise, daß es zu jedem be- 
liebigen Punkt R=+Q'’ des Zuges Z sowohl einen blau-roten, als auch einen blau-blauen 
Zug von Q’ gibt, der nur Punkte von Z enthält. Diese Eigenschaft der Punkte von Z 
ist von fundamentaler Bedeutung. Man bezeichne eine Punktmenge von G@ mit den 
eben genannten Eigenschaften als D-Menge von Q' [abgekürzt: D(Q’)]. Die genaue 
Definition lautet: 


Q' sei ein roter Nachbarpunkt der Klasse (3) von einem Punkt der Klasse (1). Eine 
Punktmenge des Graphen @ heißt D-Menge des Punktes Q', wenn folgende Bedingungen 
erfüllt sind: Zu jedem von Q’ verschiedenen Punkt der Menge D(Q’) gibt es einen blau- 
roten und einen blau-blauen Zug von Q’, die nur Punkte aus der D-Menge D(Q') enthalten. 


Aus dieser Definition und den obigen Bemerkungen folgt, daß es zu jedem Punkt 
(' der Klasse (3), der roter Nachbarpunkt eines Punktes P’ der Klasse (1) ist, wirklich 
D-Mengen gibt. Ferner folgt aus der Definition, daß @’ jeder D-Menge von Q’ angehören 
muß und daß jede D-Menge zusammenhängend ist. Schließlich folgt, daß die Vereinigungs- 
menge zweier D-Mengen von Q' wiederum eine D-Menge von Q’ ist. Es gibt also eine 
maximale D-Menge von Q', und zwar ist dies die Vereinigungsmenge aller D-Mengen 
von @'. Diese maximale D-Menge von Q@' heiße Maximalmenge von Q' [geschrieben 


M@)]- 
Satz 7. Jeder in A blau beginnende alternierende Zug, der zu einem Punkt aus einer 
D-Menge von Q' führt, enthält notwendig die Eingangskante P'rQ'. 


Beweis (vgl. dazu Fig. 3). Angenommen Ab---X sei ein in A blau beginnender 
alternierender Zug nach einem Punkte X aus einer D-Menge D(Q’) von @'. R sei der 
erste Punkt auf diesem Zug, der in D(@’) liegt, so daß also der Teil- 
zug zwischen A und R des Zuges Ab.--- R---X bis auf R keine 
Punkte aus D(Q') enthält. Man kann zunächst annehmen, daß die 
letzte Kante SR des Zuges Ab--- SR rot ist, also Ab-.-bSrR. 

Der Fall, daß SR blau ist, erledigt sich dann analog. Wäre 

$rR=P'rQ', so wäre die Behauptung von Satz 7 erfüllt. Wäre 

SrR+P'rQ'. so gäbe es einen blau-blauen Zug von Q’ nach R, 

dessen Punkte alle zu D(Q’) gehören, etwa Q’b---bR. Dieser Zug 

wäre also fremd zu Ab---bS. Hintereinander genommen ergäben 

diese beiden Züge aber einen Zug Ab---bSrR-.-bQ’ von A 

nach Q’, der die Kante P’rQ’ nicht enthielte. Dann gäbe esaber rot, — blau. 
auch einen blauroten Zug Ab.---bSrRb-.-bQ'’r P' von A nach P'. 

Das widerspricht nun der Voraussetzung, daß P’ zur Klasse (1) gehört. Dieser 
Widerspruch zeigt die Richtigkeit von Satz 7. 


Satz 8. Jeder blaue Nachbarpunkt S einer D-Menge gehört entweder der Klasse (1) 
an oder der Klasse (3). Im letzten Falle ist S auch von Q’ aus blau-doppelt erreichbar. 
Entsprechend gilt: Jeder rote Nachbarpunkt T+P’ einer D-Menge von Q' gehört entweder 
der Klasse (2) an oder der Klasse (3). Im letzten Falle ist T auch von Q’ aus blau-doppelt 
erreichbar. 


Beweis. Ich beweise nur die erste Behauptung. Die zweite Behauptung läßt sich 
dann völlig analog beweisen. 
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R sei ein Randpunkt von D(Q@’), und $ sei ein blauer Nachbarpunkt von R und 
D(Q'). S ist jedenfalls von A aus blau-blau erreichbar. Ist S auch blau-rot erreichbar 
von A, so gibt es also einen blau-roten Zug von A nach $. Dieser muß aber die Kante 
P’rQ' enthalten. Andernfalls könnte dieser Zug Ab---rS nämlich nicht den zu D(Q' 
gehörigen Punkt R enthalten (nach Satz 7) und also auch nicht die blaue Kante ShR. 
Dann könnte man aber Ab--:rS zu Ab---rSbR verlängern. Dies wäre ein blau-blauer 
Zug von A nach R, der die Kante P’rQ@’ nicht enthielte, entgegen der Behauptung von 
Satz 7. Der Zug Ab---rS enthält also die Kante P’rQ’ im Inneren: 


Ab--.-bP'’rQ@'b---rS. 


Daraus folgt, daß es einen blau-roten Zug von Q’ nach S gibt, nämlich Q’b---rS. Wenn 
also S von A aus blau-doppelt erreichbar ist, dann ist S auch von Q’ aus blau-doppelt 
erreichbar. 


Satz 9. Gibt es einen zur Klasse (3) gehörigen Nachbarpunkt N einer D-Menge D(Q'), 
so gibt es eine D(Q’) umfassende, N enthaltende D-Menge D*(Q') von Q'. 

Beweis (vgl. Fig. 4). Nach Satz 8 ist N nicht nur von A aus blau-doppelt erreichbar, 
sondern auch von Q’. Man nehme ohne Beschränkung der Allgemeir- 
heit an, daß N roter Nachbarpunkt des Punktes R aus D(Q’) ist. Es 
gibt nun, da ja N von Q’ aus blau-doppelt erreichbar ist, einen blau- 
blauen Zug von Q’ nach N; dieser sei Q’b---bN. S sei der letzte Punkt 
auf diesem Zuge, der zu D(Q’) gehört, also @’b---SM---bN. Man 
kann ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß die 
Kante SM blau ist: 

Q’b---rSbMr-:-bN. 
Der Teilzug Mr---bN enthält also keinen einzigen Punkt aus D(Q') 
und verbindet zwei Nachbarpunkte von D(@’). Man nehme nun an, 
daß R+Q’ und S+Q’ ist. Die Fälle, in denen R oder S mit @ 

Fig. 4. identisch sind, erledigen sich, von kleineren Vereinfachungen abge- 

rot, — blau. sehen, analog. Nun gibt es einen blau-roten Zug von Q@’ nach $, 

der nur Punkte aus D(Q’) enthält: Q’b---rS. Ebenso gibt es einen 
blau-blauen Zug von Q’ nach R, der nur Punkte aus D(Q’) enthält: Q’b---bR. Aus 
diesen drei Zügen setze man nun die beiden alternierenden Züge zusammen: 


Q’b---rSbMr---bN und Q'b---bRrNb..:rM. 
Sind U und V Punkte, die auf dem alternierenden Zug 


Q’b---rSbMr---rUb--:bVr:-:bN 


rot bzw. blau erreicht werden, so werden U und V auf dem alternierenden Zug 


Q’b---bRrNb..-bVb---bUr-.-rM 
blau bzw. rot erreicht. 
Man erkennt so, daß die von Q’ verschiedenen Punkte der Menge 


D*(Q')=D(Q@')-+ (alle Punkte des alternierenden Zuges Mr ---bN) 


von Q’ aus blau-doppelt erreichbar sind, und zwar auf alternierenden Kantenzügen, die 
nur Punkte aus D*(Q’) enthalten. Damit ist dargetan, daß D*(Q’) wirklich eine D-Menge 
von @’ ist. D*(Q’) umfaßt D(Q') und enthält den Punkt N, womit die Behauptung 
des Satzes 9 bewiesen ist. 
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Aus Satz 9 folgt nun, daß die maximale D-Menge M(Q’) von Q@’ keine von A aus 
plau-doppelt erreichbaren Punkte „u Nachbarpunkten haben kann. Und zwar folgt 
noch aus Satz 8, daß blaue Nachbarpunkte von M(Q’) zur Klasse (1) gehören, während 
mte Nachbarpunkte von M(Q’) — abgesehen von P' — zur Klasse (2) gehören. Zu- 
sammengefaßt lauten also die gewonnenen Ergebnisse: 


Theorem II. P' seiein Punkt aus G, der zur Klasse (1) gehört. Q' sei ein roter Nachbar- 
pınkt von P', der zur Klasse (3) gehört. Es gibt eine Q’ enthaltende, zusammenhängende 
Punktmenge M (Q'), die lauter Punkte der Klasse (3) enthält, deren rote Nachbarpunkte mit 
Ausnahme von P' zur Klasse (2), deren blaue Nachbarpunkte zur Klasse (1) gehören. Ein 
beliebiger in A blau beginnender alternierender Zug nach einem Punkte von M(Q'’) enthält 
die Kante P'rQ'. 

Ebenso: P' sei ein Punkt der Klasse (2). Q’ sei ein blauer Nachbarpunkt von P'', 
der zur Klasse (3) gehört. Es gibt eine Q’’ enthaltende, zusammenhängende Punktmenge 
Y4(Q’), die lauter Punkte der Klasse (3) enthält, deren blaue Nachbarpunkte mit Ausnahme 
ks Punktes P'' zur Klasse (1), deren rote Nachbarpunkte zur Klasse (2) gehören. Ein 
beliebiger, in A blau beginnender Zug nach einem Punkte von M(Q'') enthält die Kante 
P'bQ". 

Die Beweise für den zweiten Teil von Theorem II verlaufen völlig analog den Be- 
weisen für die Sätze 7 bis 9. 


85. Hyper-/-prime Graphen. 


Definition. G@ sei ein f-primer Graph. Ist der Graph @+(PQ) dann und nur dann 
f-prim, wenn P und @ in @ durch mindestens f Kanten verbunden sind, so heißt @ 


hyper-f-prim. 

In diesem Abschnitt soll unter Verwendung der bisherigen Ergebnisse eine voll- 
ständige Übersicht über die Klasse der hyper-f-primen Graphen gewonnen werden. Als 
erste seien die hyper-f-primen Graphen untersucht, die aus lauter Singularitäten (singu- 
lären Punkten) bestehen. 


Satz 10. Ein Graph G mit lauter Singularitäten kann nur dann hyper-f-prim sein, 
venn sowohl f als auch die Ordnung von G ungerade sind. 


Beweis. Sind in einem hyper-f-primen Graphen @ alle Punkte singulär, so ist in @ 
jeder Punkt mit jedem anderen Punkt durch mindestens f Kanten verbunden. Ein 
Graph mit der letztgenannten Eigenschaft ist aber dann und nur dann f-prim, wenn f 
und die Ordnung von @ ungerade sind. 


Im folgenden sei nun immer stillschweigend vorausgesetzt, daß die Ordnung eines 
hyper-f-primen Graphen gerade ist, falls f ungerade ist. Dann besitzt jeder hyper-f-prime 
Graph nicht-singuläre Punkte. 


Es sei nun H ein hyper-f-primer Graph. Jeder singuläre Punkt von H ist mit jedem 
beliebigen Punkt von H durch mindestens f Kanten verbunden. Das folgt unmittelbar 
aus der Definition der Singularität und der des hyper-f-primen Graphen. Man entferne 
aus H alle singulären Punkte mitsamt der in ihnen entspringenden Kanten. Der übrig- 
bleibende Graph heiße H’. Gibt es in H’ zwischen zwei Punkten A und B einen f-fach- 
Zug, d.h. einen Kantenzug, der statt einfacher Kanten f-fach-Verbindungen besitzt, 
so gibt es in H’ auch eine f-fach-Verbindung zwischen A und B selbst. Das folgt ohne 
weiteres durch mehrfache Anwendung des Satzes 4. Gibt es zwischen A und B in H’ 
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eine f-fach-Verbindung, so gibt es auch bei A und B in H’ je eine f-fach- Selbstverbin- 
dung, wie man leicht aus Satz 5 folgert. 


Definition. Eine Punktmenge von H’, deren Punkte alle untereinander (auch jeder 
Punkt mit sich selbst) durch mindestens f Kanten verbunden sind, heißt V- Menge von H', 
Ein Punkt von H’, der einer V-Menge angehört, heißt neutral. 

Ein Punkt von H’ ist also dann und nur dann neutral, wenn er eine f-fach-Selbst- 
verbindung besitzt. 


Satz 11. Haben die V- Mengen V, und V, einen gemeinsamen Punkt P, so ist auch 
V*=V,+V, eine P enthaltende V- Menge. 


Beweis. Q sei ein Punkt aus V,, R sei ein Punkt aus V,. Dann gibt es den f-fach- 
Zug QfPfR vonQ nach Rin H’. Nach Satz 4 gibt es also auch eine f-fach-Verbindung 
zwischen @ und R in H’. Damit ist gezeigt, daß jeder Punkt von V* mit jedem Punkt 
von V* durch mindestens f Kanten verbunden ist, d.h. V* ist wirklich eine V-Menge. 


Satz 12. Ist N ein neutraler Nachbarpunkt einer V-Menge V, so ist V*=V+N 
wiederum eine V- Menge. 


Beweis. N sei Nachbarpunkt des zu V gehörigen Punktes R und gehöre nicht zu V. 
Da N und AR neutral sind, liegt in N und R je eine f-fach-Selbstverbindung. Wäre nun 
der Graph H*=H-+(RN) f-teilbar, so würde aus Satz 6 folgen, daß auch H f-teilbar 
wäre. H ist aber hyper-f-prim. H-+(RN) muß also f-prim sein. Daraus folgt nach der 
Definition des hyper-f-primen Graphen, daß N und R in H und also auch in H’ durch 
mindestens f Kanten verbunden sind. Gibt es aber eine f-fach-Verbindung f(N R), so 
ist N+R eine V-Menge, die mit V den Punkt R gemeinsam hat. Daraus folgt nach 
Satz 11, daß V+(N + R)=V-+N eine V- Menge ist. | 

Es sei nun A ein neutraler Punkt. Die Vereinigungsmenge aller A enthaltenden 
V-Mengen heiße Primmenge P(A) von A. Aus Satz 11 folgt, daß P(A) keine neutralen 
Nachbarpunkte besitzt. Man definiere nun 























Definition. Ein Punkt aus H, der mit sich selbst durch weniger als f Kanten ver- 
bunden ist, heißt kritisch. 

Ein kritischer Punkt gehört also keiner V-Menge an, so daß ein kritischer Punkt f 
mit keinem Punkt aus H’ durch f oder mehr als f Kanten verbunden ist. Die Addition 
einer Kante zwischen einem kritischen Punkt und einem beliebigen anderen Punkt au 
H' erzeugt also aus dem hyper-f-primen Graphen H einen Graphen, der einen f-Faktor 
besitzt. Es gilt der 

Satz 13. In H’ sind die Nachbarpunkte von Primmengen kritische Punkte. 

Vorweg seien nun noch die hyper-f-primen Graphen untersucht, die keine kritischen 
Punkte besitzen. Es gilt 


Satz 14. Für gerades f gibt es keine hyper-f-primen Graphen ohne kritische Punkte. 
Ist f ungerade und enthält der hyper-f-prime Graph H keine kritischen Punkte, so habeıf 
alle Primmengen von H ungerade Ordnung und ihre Anzahl ist um zwei größer als das 
f-fache der Anzahl der singulären Punkte von H. 

Beweis. Wäre f gerade und wäre H ein hyper-f-primer Graph ohne kritische Punkte, 
so gäbe es in jedem Punkte von H eine f-fach-Selbstverbindung. Wählt man bei jedem 
Punkt von H }f Schlingen aus, so stellen die ausgewählten Kanten einen f-Faktor von H 
dar, entgegen der Voraussetzung, daß H hyper-f-prim sein soll. Damit ist der erste Teil 
von Satz 14 bewiesen. 
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Es sei nun f ungerade, H hyper-f-prim ohne kritische Punkte. Dann besteht der 
Graph H', der aus H durch Entfernung der singulären Punkte und der in ihnen ent- 
springenden Kanten hervorgeht, aus lauter voneinander getrennten Primmengen. 

Bestände H’ aus nur einer einzigen Primmenge, so wäre H, wie leicht einzusehen, 
ein Graph, in dem jeder Punkt mit jedem anderen Punkt durch mindestens f Kanten 
verbunden wäre. Von H ist außerdem stillschweigend gerade Ordnung vorausgesetzt 
(vgl. Satz 10), so daß H einen f-Faktor besäße, entgegen der Annahme, daß H hyper-f- 
prim sein sollte. 

H' besteht also aus mindestens zwei voneinander getrennten Primmengen. Es 
seien A und B zwei Punkte, die verschiedenen Primmengen P(A) und’P(B) angehören. 
Dann ist H-+(AB) nicht f-prim, da zwischen A und B in H keine Kante liegt. In dem 
Graphen H*=H-+(AB) gibt es also einen f-Faktor. Unter Zugrundelegung dieses 
f-Faktors ist (AB) in H* rot und nichtalternierend, weil andernfalls H nicht f-prim wäre. 

Gäbe es nun eine rote Kante, die z. B. von einem Punkte C' aus P(A) zu einem singu- 
lären Punkte $ führen würde, so läge die rote Kante ArB in H* auf dem alternierenden 
Kreiszug ArBbSrCbA, wäre also alternierend, entgegen der soeben gemachten Bemerkung. 


Die Primmengen, denen die Punkte A und B angehören, besitzen also jede nur die 
eine rote Randkante ArB in H*. 

Da f ungerade ist, so folgt daraus, daß die Anzahl der Punkte (die Ordnung) dieser 
beiden Primmengen ungerade ist. (Vgl. den später bewiesenen Hilfssatz 2 auf S. 245). 
A und B waren aber zwei ganz beliebige nichtsinguläre Punkte aus A, von denen nur 
vorausgesetzt war, daß sie verschiedenen Primmengen angehören. Daher gilt allgemein, 
daß die Ordnung der Primmengen von H ungerade ist. 

Man betrachte wiederum den Graphen H* unter Zugrundelegung eines seiner 
f-Faktoren F. Da alle Primmengen von H von ungerader Ordnung sind, so hat jede 
Primmenge (außer denen, die die Punkte A und B enthalten) in A* mindestens eine rote 
Randkante, die also von einem neutralen Punkt zu einem singulären Punkt hinführt. 
Gäbe es eine von P(A) und P(B) verschiedene Primmenge, die mehr als eine rote Rand- 
kante besitzt, etwa zwischen den Punkten R, und $, sowie zwischen R, und S, (S, und S, 
singulär, eventuell RR=R, und $S,=S,), so gäbe es in H* den alternierenden Kreiszug 
ArBbS,rR,bR,rS,bA durch die Kante ArB. ArB ist aber, wie schon festgestellt, nicht- 
alternierend in A*. Schließlich kann es in H* keine rote Kante zwischen zwei singulären 
Punkten geben. Wäre nämlich $,rS, eine rote Kante zwischen zwei Singularitäten von 
H (eventuell S, = $,), so läge ArB in H* auf dem alternierenden Kreiszug ArBbS,rS,bA, 
was aber wie oben nicht möglich ist. 

Jede Primmenge außer P(A) und P(B) hat also in H* genau eine rote Randkante, 
die zu einem singulären Punkt führt, und jede rote Kante eines singulären Punktes ist 
rote Randkante einer Primmenge von H in H*. 

Ist s die Anzahl der singulären Punkte und p die Anzahl der Primmengen von H 
(von ungerader Ordnung), so ergibt sich also bei ungeradem f für jeden hyper-f-primen 
Graphen gerader Ordnung ohne kritische Punkte die Gleichung 


p=fs+2, 
w.2.b. w. 

Mit Satz 14 ist bereits der allgemeine Fall für f=1 erledigt, da jeder Punkt eines 
hyper-1-primen Graphen mit sich selbst durch mindestens eine Schlinge verbunden ist. 
Denn wenn H ein 1-primer Graph ist, so ist auch H+(PP) für jeden beliebigen Punkt P 
aus H 1-prim. Ein hyper-1-primer Graph besitzt also keine kritischen Punkte. 
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Von nun ab sei also f größer als 1. Der Graph H+(PP) besitzt dann einen f-Faktor 
F, wenn P ein ‚kritischer Punkt des hyper-f-primen Graphen H ist. Unter Zugrunde- 
legung von F sind sogar alle Schlingen des Punktes P in H* rot und nichtalternierend, 
weil andernfalls H nicht f-prim wäre. (Hieraus folgt nebenbei, daß jeder kritische Punkt 
P in H höchstens [f/2]—1 Schlingen besitzt, wenn man mit [x] die größte ganze Zahl 
bezeichnet, die kleiner oder höchstens gleich x ist.) 

Q: sei irgendein anderer nichtsingulärer Punkt von H. Der Graph H-+(PQ) besitzt 
dann, weil ja H hyper-f-prim ist, einen f-Faktor F’, in dem (PQ) rot und nichtalternierend 
ist. Aus beidem folgt, daß der Graph 


H**=H+(PP)+(PQ) 


sowohl den f-Faktor F besitzt, in dem alle Schlingen (PP) rot sind, mindestens eine Kante 
(PQ) aber blau ist, als auch den f-Faktor F’ besitzt, in dem alle Kanten (PQ) rot sind, 
mindestens eine Schlinge (PP) aber blau ist. Legt man in H** den Faktor F zugrunde, 
so läßt sich schließen, daß es durch die Schlinge PrP einen alternierenden Kreiszug gibt 
(nach Satz 2). Dieser alternierende Kreiszug muß aber notwendig die Kante PbQ ent- 
halten, da ja PrP in H*=H-+(PP) nichtalternierend war. 

Dieser alternierende Kreiszug enthält nun einen alternierenden Kantenzug, der die 
Kante PbQ nicht enthält — also ganz in H* verläuft —, in P blau beginnt und in Q rot 
endet. Man erhält 


Satz 15. In H* ist jeder nichtsinguläre Punkt von P aus blau-rot erreichbar. 
Über die singulären Punkte gilt 


Satz 16. In H* ist jeder singuläre Punkt von H von P aus blau-nurblau erreichbar. 


Beweis. Daß eine Singularität S in 4* von P aus blau-blau erreichbar ist, ergibt 
sich unmittelbar deswegen, weil ja P mit jeder Singularität durch mindestens f Kanten 
verbunden ist. Unter diesen f Kanten gibt es aber mindestens zwei blaue Kanten, die je 
allein für sich einen blau-blauen Zug von P zu dieser Singularität darstellen. Sollte es 
einen blau-roten Zug Z = Pb-..rS von P zu einer Singularität S geben, so könnte 
Z nicht alle blauen Kanten zwischen P und $ enthalten. (Das ergibt sich ganz genau so 
wie auf S. 234 beim Beweise von Satz 3.) Dann gäbe es aber einen alternierenden Kreis- 
zug PrPb...rSbP durch PrP, was, da PrP nichtalternierend ist, nicht sein kann. Jede 
Singularität ist also von P aus blau-nurblau erreichbar. 

Als nächstes zeige ich, daß alle neutralen Punkte von H in H* von P aus blau- 
doppelt erreichbar sind. Das ist fast trivial. Denn jeder dieser Punkte ist blau-rot erreich- 
bar von P, und da jeder neutrale Punkt f Schlingen besitzt, von denen mindestens 
f—-Ifl2]) blau sind, so kann man einen blau-roten Zug von P nach einem neutralen Punkt 
Q durch eine blaue Schlinge von Q zu einem blau-blauen Zug von P nach @ ergänzen. 


Satz 17. In H* ist jeder neutrale Punkt von P aus blau-doppelt erreichbar. 

‘Es läßt sich nun vermuten, daß die kritischen Punkte von P aus blau-nurrot erreich- 
bar sind. Das ist in der Tat der Fall. Es sei Q ein kritischer Punkt von H. Der Graph 
H+(QQ) besitzt dann einen f-Faktor F', in dem alle Schlingen von Q rot und nicht- 
alternierend sind. Der Graph 


H**=H+(PP)+(QQ) 


besitzt dann also auf der einen Seite den f-Faktor F, bei dem alle Schlingen von P rot 
und mindestens eine Schlinge von Q blau sind, auf der anderen Seite den f-Faktor F', 
bei dem alle Schlingen von Q rot und mindestens eine Schlinge von P blau sind. Daraus 
folgt, daß es in A** bei Zugrundelegung von F durch PrP einen alternierenden Kreiszug 
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gibt, der notwendig mindestens eine der blauen Schlingen von Q enthält. Hieraus wieder 
ergibt sich, daß es zwei blau-rote Züge von P nach Q gibt, die keine gemeinsamen Kanten 
haben. Aus dieser Tatsache wird sich gleich schließen lassen, daß @ nicht von P aus 
blau-doppelt erreichbar sein kann. Denn wäre Q blau-doppelt erreichbar in H*, und 
wäre Pb...rQ ein blau-roter Zug von P nach Q, so gäbe es auf diesem Zuge einen letzten 
Punkt, der von P aus nicht blau-doppelt erreichbar wäre. R sei dieser Punkt, so daß also 
alle auf R folgenden Punkte von Pb--- R---rQ von P aus blau-doppelt erreichbar sind, 
während R von P aus nicht blau-doppelt erreichbar ist. Eventuell ist R=P, da ja P 
jedenfalls nicht von P aus blau-doppelt, insbesondere nicht blau-blau erreichbar ist. 
T sei der auf R folgende Punkt dieses Zuges, also Pb--- RT---rQ. Man betrachte nun 
die Maximalmenge von T (Maximalmenge im Sinne der alternierenden Erreichbarkeit, 
vgl. $ 4). Da die Nachbarpunkte von M(T) von P aus nicht blau-doppelt erreichbar sind, 
so muß auch der Punkt Q zu M(T) gehören. Denn @ ist ja mit 7 durch einen Kantenzug 
verbunden, der lauter von P aus blau-doppelt erreichbare Punkte enthält. Da nun also 
Q einer Maximalmenge angehört, so enthält jeder in P blau beginnende Kantenzug nach 
Q die Eingangskante RT der Maximalmenge M(T). (Vgl. Theorem II.) 


Wäre also @ blau-doppelt erreichbar von P, so würde jeder blau-rote Zug von P 
nach Q die Kante RT enthalten. Oben wurde aber gezeigt, daß es zwei blau-rote Kanten- 
züge von P nach Q gibt, die keine gemeinsamen Kanten haben. Also kann Q nicht von P 
blau-doppelt erreichbar sein, d.h. @ ist von P aus blau-nurrot erreichbar. Es gilt also 


Satz 18. Jeder kritische Punkt von H ist in H* von P aus blau-nurrot erreichbar. 


Mit den vier Sätzen 15—18 ist offenbar der Zusammenhang der Theorie der alter- 
nierenden Erreichbarkeit mit der Theorie der hyper-f-primen Graphen hergestellt. Es 
ist nur noch zu zeigen, daß die Maximalmengen der alternierenden Erreichbarkeit mit 
den Primmengen von H identisch sind: Die Punkte einer beliebigen Primmenge sind alle 
untereinander benachbart und alle blau-doppelt erreichbar von P. Jeder Punkt dieses 
Primmenge gehört aus dem letzten Grunde einer Maximalmenge an. Da benachbarte, 
von P aus blau-doppelt erreichbare Punkte derselben Maximalmenge angehören, so folgt, 
daß jede Primmenge in einer Maximalmenge enthalten ist. 


Die Nachbarpunkte einer Primmenge sind in #* nicht blau-doppelt erreichbar von 
P, können also aus diesem Grunde keiner Maximalmenge angehören. Da auch jede 
Maximalmenge zusammenhängend ist in H*, kann eine Maximalmenge eine Primmenge 
nicht als echten Teil umfassen, d. h. jede Primmenge ist mit eine Maximalmenge identisch. 
Da jede Maximalmenge neutrale Punkte enthält, folgt, daß auch jede Maximalmenge 
mit einer Primmenge identisch ist, womit alles klargestellt ist. 


Unter den Maximalmengen kann man nun zwei Sorten unterscheiden, je nachdem, 
ob sie zu einem von P blau-nurblau erreichbaren Punkte oder zu einem von P blau- 
nurrot erreichbaren Punkte gehören. Bei den ersten blauen Maximalmengen gibt es 
genau eine rote Eingangs-(rand-)kante, die zu einem von P blau-nurblau erreichbaren 
Punkte führt, während alle anderen roten Randkanten zu von P blau-nurrot erreichbaren 
Punkten führen. Die blauen Randkanten dieser blauen Maximalmenge führen alle zu 
von P blau-nurblau erreichbaren Punkten (vgl. dazu Theorem II). Analoges gilt für 
die roten Maximalmengen. Diese haben genau eine blaue Eingangs-(rand-)kante, die zu 
einem von P blau-nurrot erreichbaren Punkte hinführt, während alle übrigen blauen 
Randkanten sowie alle roten Randkanten dieser roten Maximalmenge normal verlaufen 
(wie oben). 

31* 
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Von nun an sei für die folgenden Abzählungen in H* der f-Faktor F zugrunde 
gelegt. Da die Maximalmengen von H* mit den Primmengen von H identisch sind, so 
kann man die Unterscheidung der blauen und roten Maximalmengen bei festem F auch 
auf die Primmengen übertragen. In diesem Sinne sei b die Anzahl der blauen Prim- 
mengen, r die Anzahl der roten Primmengen, s die Anzahl der singulären Punkte und 
k die Anzahl der kritischen Punkte von H. Man zähle nun in H* die roten Kanten ab, 
die zwischen kritischen und singulären Punkten verlaufen. Dabei ist zu beachten, daß 
alle Kanten zwischen kritischen Punkten rot und alle Kanten zwischen singulären Punk- 
ten blau sind. Dies folgt leicht daraus, daß kritische Punkte in H* von P aus blau- 
nurrot, singuläre Punkte in H* von P aus blau-nurblau erreichbar sind. 

Es sei noch H*’ der Graph, der aus H* entsteht, indem man aus H* die singulären 
Punkte von H mitsamt der in ihnen entspringenden Kanten entfernt. Z* sei die Summe 
der Grade der kritischen Punkte von H in H*'. Von diesen Z* Kanten, die von kritischen 
Punkten ausgehen und zu nichtsingulären Punkten hinführen, sind aber genau r Kanten 
blau, da ja jede rote Primmenge eine blaue Randkante besitzt, die zu einem von P aus 
blau-nurrot erreichbaren Punkte, also zu einem kritischen Punkte von H hinführt. Da 
in H* im ganzen kf rote Kanten von kritischen Punkten ausgehen müssen, so lühren 
k f—(Z*—r) rote Kanten von kritischen Punkten zu singulären Punkten. 

Betrachtet man nun die singulären Punkte, so erkennt man, daß eine in einer 
Singularität entspringende rote Kante von H* entweder zu einem kritischen Punkte 
führt oder zu einem Punkt einer blauen Primmenge, und zwar so, daß jede blaue Prim- 
menge genau eine dieser in singulären Punkten entspringenden roten Kanten in Anspruch 
nimmt. Dies ergibt sich aus dem oben Gesagten über blaue Primmengen und daraus, 
daß keine rote Kante zwischen zwei Singularitäten verläuft. Man erhält so für die Anzahl 
der roten Kanten zwischen singulären und kritischen Punkten den Wert sf—b und 
daher die Gleichung 

(k f—-Z*) +r=sf—b 
oder 
(kf—Z*) +r+b=sf. 


Bezeichnet man mit Z die Summe der Grade der kritischen Punkte in H’, so ergibt 
sich also Z*=Z+2. [H’ erhält man ja aus H*’ durch Entfernung der Schlinge (P P).] 
Für r+b, das ist die Anzahl aller Primmengen, setze man das Symbol p ein. Den Aus- 
druck (kf—Z) nenne man schließlich in leicht verständlicher Weise die Fehlsumme F. 
(Die Fehlsumme braucht in hyper-f-primen Graphen nicht immer positiv zu sein.) Es 
ergibt sich dann für den Graphen H die Gleichung 


F+p=sf+2. 


Ehe ich nun dieses wichtige Resultat in einem Theorem zusammenfasse, will ich 
erst noch die Primmengen einer genaueren Betrachtung unterziehen. Zu diesem Zwecke 
leite ich folgende zwei Hilfssätze ab: 


Hilfssatz 1. U sei eine Teilmenge der Punktmenge eines beliebigen Graphen G. Die 
Anzahl der Randkanten von U hat dieselbe Parität wie die Anzahl der Punkte ungeraden 
Grades von U in @. 


Beweis. Es sei z die Summe der Grade der Punkte von U inG, r sei die Anzahl der 
Randkanten von U, i sei die Anzahl der Kanten, die in @ zwischen Punkten von U ver- 
laufen. Dann gilt offenbar: 


z=2i-+r. 
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Ist o, die Anzahl der Punkte ungeraden Grades von Uin @, so ist z=o, (mod 2). Hieraus 
und aus der obigen Gleichung folgt dann schließlich 


0o,=r (mod 2). 
Die Anwendung dieses Hilfssatzes auf reguläre Faktoren von Graphen liefert den 


Hilfssatz 2. G@ sei ein Graph, der einen f-Faktor F enthält. U sei eine beliebige Punkt- 
menge von G. Die Anzahl der roten Randkanten von U ist bei geradem f ebenfalls gerade. 
Bei ungeradem f hat die Anzahl der roten Randkanten von U dieselbe Parität wie die Anzahl 
der Punkte von U. 


Der Beweis von Hilfssatz 2 ergibt sich unmittelbar, wenn man den Hilfssatz 1 
auf den f-Faktor F von G@ und die Punktmenge U anwendet. 

Nun sei f gerade und P, eine blaue Primmenge von H*. Die Anzahl der roten Rand- 
kanten von P, ist nach dem Hilfssatz 2 gerade. Von diesen roten Randkanten führt nun 
genau eine zu einem singulären Punkt. (Vgl. Theorem II und Satz 16.) Alle anderen 
roten Randkanten von P, führen zu kritischen, alle biauen Randkanten von P, zu 
singulären Punkten von H. Daraus ergibt sich, daß die Anzahl der Randkanten von P, 
in H’ ungerade ist. 

Ist P, bei geradem f eine rote Primmenge, so hat wiederum P, eine gerade Anzahl 
roter Randkanten in H*, die jetzt aber alle zu kritischen Punkten führen. Außerdem 
führt genau eine blaue Randkante zu einem kritischen Punkt, während alle übrigen 
blauen Randkanten zu singulären Punkten führen. Es ergibt sich also auch für P,, daß 
die Anzahl der Randkanten von P, in H’ ungerade ist. Zur leichteren Ausdrucksweise 
führe man den Begriff der äußeren Ordnung o, einer Primmenge ein: o, ist die Anzahl der 
Randkanten einer Primmenge in H’, Im Gegensatz dazu ist die innere Ordnung o, einer 
Primmenge die Anzahl der Punkte der Primmenge. Man führe noch ein Symbol für den 
Rest einer Zahl mod 2 ein. Es sei etwa für eine beliebige ganze Zahl X definiert: (X),=0 
für gerade X und (X),=1 für ungerades X.. Für gerades f ist also nun für jede Primmenge 
(0,)2 =1. 

Ähnliche Verhältnisse herrschen bei ungeradem f. P, sei eine blaue Primmenge 
bei ungeradem f. Aus Hilfssatz 2 folgt, daß die Anzahl der roten Randkanten von P, 
die gleiche Parität hat wie die innere Ordnung von P,. Wiederum gibt es genau eine rote 
Randkante von P,, die zu einem singulären Punkte führt, während alle übrigen roten 
Randkanten zu kritischen Punkten führen, alle blauen Randkanten von P, zu singulären 
Punkten führen. Daher hat die äußere Ordnung von P, eine von der inneren Ordnung 
von P, verschiedene Parität, d.h. es ist (0,+0,),=1. Auf die gleiche Weise läßt sich 
dieselbe Gleichung für rote Primmengen bei ungeradem f beweisen. 

Man nenne den Wert (o,), bei geradem f, bzw. (0,+0,), bei ungeradem f den Index 
einer Primmenge. 

Alle Ergebnisse dieses Kapitels sollen nun im folgenden Hauptsatz über hyper-f- 
prime Graphen zusammengefaßt werden: 


Theorem III. H sei ein hyper-f-primer Graph. H besteht dann und nur dann aus 
lauter Singularitäten, wenn sowohl f als auch die Ordnung von H ungerade sind. 


In allen anderen Fällen gibt es in H eine Einteilung der Punkte in singuläre Punkte, 
kritische Punkte und Primmengen derart, daß die Nachbarpunkte der Primmengen 
entweder singulär oder kritisch sind. Ist F die Fehlsumme der kritischen Punkte, s die 
Anzahl der singulären Punkte, p die Anzahl der Primmengen (die alle den Index 1 haben), 
so gilt für H die Gleichung: 

F+p=sf+2. 
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86. f-prime Graphen. 
Zu Beginn beweise ich einen Satz, der es ermöglichen wird, die Ergebnisse des 
letzten Kapitels über hyper-f-prime Graphen auf f-prime Graphen anzuwenden. 


Satz 19. Man kann von jedem f-primen Graphen durch Addition von endlich vielen 
Kanten zu einem hyper-f-primen Graphen gelangen, der den ursprünglichen Graphen als 
Faktor enthält. 


Beweis. Sollte der f-prime Graph G schon hyper-f-prim sein, so hat man nichts mehr 
zu beweisen. Ist @ nicht hyper-f-prim, so gibt es also in @ zwei Punkte A und B (evtl. 
ist A = B), die durch weniger als f Kanten verbunden sind, so daß@* =@G+ (AB) wiederum 
f-prim ist. Ist @* immer noch nicht hyper-f-prim, so gibt es auch in @* noch zwei Punkte 
C und D, die durch weniger als f Kanten miteinander verbunden sind, wobei 


G**-G*+(CD) 


f-prim ist. Sollte auch @** noch nicht hyper-f-prim sein, so kann man nach dem gleichen 
Verfahren eine weitere Kante zu @** hinzufügen, wodurch man zu einem f-primen, G** 
als Faktor enthaltenden Graphen kommt, usw. 


Da man bei dem angegebenen Verfahren niemals zu einer schon vorhandenen 
f-fach-Verbindung eine weitere Kante hinzufügt, so muß das Verfahren nach höchstens 
endlich vielen Schritten mit einem hyper-f-primen Graphen abbrechen. Andernfalls 
käme man nämlich bald zu einem Graphen, in dem jeder Punkt mit jedem Punkt durch 
mindestens f Kanten verbunden ist. Ein solcher Graph ist entweder selbst hyper-f-prim 
(vgl. Satz 10) oder er ist gar nicht mehr f-prim. Die letzte Möglichkeit scheidet aber bei 
dem oben angegebenen Verfahren aus, weil man dabei immer nur zu f-primen Graphen 
aufsteigen kann. Damit ist bewiesen, daß es zu jedem f-primen Graphen einen hyper- 
f-primen Graphen H gibt, der G als Faktor enthält. 


Definition. @ sei ein beliebiger Graph. Eine Einteilung des Graphen bedeutet 
folgende Aufteilung seiner Punktmenge: Man bezeichne einige Punkte von @ als s- Punkte, 
andere Punkte von @ als k- Punkte, die restlichen Punkte von @ als n- Punkte. Die Gesamt- 
heit der n-Punkte unterteile man so in P-Mengen, daß jeder n-Punkt genau einer P- 
Menge angehört, daß jedoch n-Punkte aus verschiedenen P-Mengen in @ nicht benach- 
bart sind. 


Für jede Einteilung eines Graphen @ lassen sich folgende Werte definieren: s= An- 
zahl der s-Punkte, k = Anzahl der k-Punkte. 


Ist G’ der Graph, der aus @ durch Entfernung aller s-Punkte und der in ihnen ent- 
springenden Kanten entsteht, so sei Z die Summe der Grade der k-Punkte in @’. Ferner 
sei F=kf—Z die Fehlsumme der k-Punkte (in bezug auf f). Die Anzahl der Rand- 
kanten einer P-Menge in @’ sei o,, die Anzahl der Punkte einer P-Menge sei o,. Der 
Index einer P-Menge (in bezug auf f) sei der Wert (o,), bei geradem f bzw. (0,+0,)s 
bei ungeradem f. p sei die Summe der Indizes aller P-Mengen der Einteilung von @. 


Mit diesen Bezeichnungen läßt sich nun mit Hilfe der Ergebnisse des vorigen Kapitels 
folgendes Theorem über f-prime Graphen beweisen: 
Theorem IV. Ein Graph G ist dann und dann f-prim, wenn es eine Einteilung von 
G gibt, für die die Ungleichung 
F+p>sf 


besteht. 
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Beweis. Zunächst sei gesagt, daß in jedem Graphen @, der einen f-Faktor besitzt, 
die Ungleichung F+p<ssf besteht. Dazu sei eine beliebige Einteilung von @ vor- 
gegeben. f sei zunächst gerade. Gibt es nun einen f-Faktor in @, so sei b die Anzahl der 
P-Mengen, von denen mindestens eine blaue Randkante zu einem k-Punkte führt, r die 
Anzahl der P-Mengen, von denen mindestens eine rote Randkante zu einem s-Punkt 
führt. Jede P-Menge mit (0,),= 1 gehört nun entweder zu den b P-Mengen der ersten Art 
oder zu den r P-Mengen der zweiten Art. (Es kann auch beides gleichzeitig zutreffen.) 

Ist f ungerade und ist für eine P-Menge (0o,+0,),=1, so gehört diese P-Menge 
wiederum entweder zu den b P-Mengen der ersten Art oder zu den r P-Mengen der zweiten 
Art (oder beides). Daraus ergibt sich, daß für beliebiges f der Wert von p der vorgegebenen 
Einteilung kleiner oder höchstens gleich ist mit r+b. 

Nun zähle man die roten Kanten ab, die zwischen k-Punkten und s-Punkten ver- 
laufen. Ihre Anzahl sei W. Es ergibt sich 


kf—(Z-b)sW<sef—r 
oder 
(kf—-Z)+b+rsef. 


Mit der obigen Ungleichung zusammen ergibt sich schließlich: 
F+p<ssf. 


Hiermit ist der erste Teil der Behauptung von Theorem IV bewiesen. 


Zum Beweise des zweiten Teils von Theorem IV sei @ ein f-primer Graph. Sind 
f und die Ordnung von @ ungerade, so fasse man die gesamte Punktmenge von @ als 
P-Menge auf. Dann ist p=1, F=0, s=0, und es ist in der Tat F+p=1>0=sjf. 

Im weiteren sei nun wieder die Ordnung von @ gerade, falls f ungerade ist. Nach 
Satz 19 gibt es einen hyper-f-primen Graphen @, der den f-primen Graphen G als Faktor 
enthält. Man betrachte nun die singulären Punkte von @ als s-Punkte, die kritischen 
Punkte von @ als k-Punkte, die Primmengen von @ als P-Mengen und lege diese Ein- 
teilung auch in G@ zugrunde. In @ gilt nun nach Theorem III die Ungleichung F+p>sf, 
wobei die Überstreichung andeuten soll, daß sich die betreffenden Werte auf den Graphen 
@ beziehen. Bezeichnet man mit {%k} die Anzahl der Kanten zwischen k-Punkten in @ 
(wobei Schlingen einfach gezählt werden sollen), mit o, und 0, die innere bzw. äußere 
Ordnung der P-Mengen, so erhält man: 


F+p=kf—2{ER} + [0 —0,) für gerades f 
und 


F+p=kf—2[kk}+ Z[(0,+0,»—6,] für ungerades f. 
Die Summation erfolgt über alle P-Mengen von G. Für die Funktion 
h(x)=(c+a),—x, 
die für ganzzahlige Werte von x und a definiert ist, gilt nun die Ungleichung: 


h(z')Zhie”') für se”. 


Bezeichnet man nun mit {kk} die Anzahl der Kanten zwischen s-Punkten in G, 
so gilt, da G@ Faktor von @ ist: 


[kk}< {FR}. 
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Ebenso gilt für jede P-Menge von @: 
0,50,: 

Da auch für G die Gleichung 

F+p=kf—2{kk}-+ &[(0,),—0,] für gerades f 
und 

F+p=kf—2{kk}+ 3[(0,+0,).—0.] für ungerades f 
besteht, so folgt unmittelbar die Ungleichung 

F+pzF+p>sjf. 


Damit ist Theorem IV bewiesen. 

Man kann wohl sagen, daß das notwendige und hinreichende Kriterium von Theo- 
rem IV etwas unhandlich ist. Doch wird man bald zu einem weit einfacheren hinreichen- 
den Kriterium für die Existenz von f-Faktoren gelangen, wenn man sich auf die Unter- 
suchung regulärcr Graphen beschränkt und als Ausgangspunkt die Ergebnisse der 
Theoreme III und IV benutzt. Das soll im folgenden Paragraphen behandelt werden. 


8 7. f-Primitivität und f-Teilbarkeit von g-Graphen. 


Es sei @ ein f-primer regulärer Graph g-ten Grades (f<g). @ sei von gerader Ordnung, 
falls f ungerade ist. In @ gibt es nun nach Theorem IV eine Einteilung, für die die Un- 
gleichung 


(1) F+p>sf 
besteht. Nun ist 
(2) F=kf—Z=kf—(kg—{ks}) ={ks}—ke. 


Die Bezeichnungen sind entsprechend der Definition in $ 6 gewählt. {ks} ist die Anzahl 
der Kanten, die in @ bei der betrachteten Einteilung zwischen s-Punkten und k-Punkten 
verlaufen. Schließlich ist e=g—f. Aus Gleichung (1) und (2) gewinnt man dann 


(3) p>sf—F=sf+ke—{ks}. 


Nun ergeben sich für {ks} zwei Darstellungsmöglichkeiten. Hierzu sei r, die Anzahl 
der Kanten, die von P-Mengen mit dem Index 1 zu s-Punkten führen, r, die Anzahl der 
Kanten, die von P-Mengen mit dem Index 1 zu k-Punkten führen. 


Es ist dann 

(4) {ks}Seg—r, 
und 

(5) {ks} Skg—r,. 
Mit (3) zusammen ergibt sich so: 

(6) p>(k—s)e-+r, 
oder 

(7) r,<p+(s—k)e, 

(8) p>(s—k)f+r, 
oder 

(9) r.<p+(k—s)f. 
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Von allen P-Mengen mit dem Index 1 betrachte man nun insbesondere die homo- 
genen P-Mengen. Das sind solche P-Mengen, deren Randkanten entweder alle zu k- 
Punkten oder aber alle zu s- Punkten von @ führen. Die P-Mengen der ersten Sorte heißen 
k-homogen, die der zweiten s-homogen. P-Mengen. ohne Randkanten in G@ rechne man zu 
den s-homogenen P-Mengen. Die Anzahl der k-homogenen P-Mengen vom Index 1 sei 
H,, die der s-homogenen P-Mengen vom Index 1 sei H,. Die Anzahl aller Randkanten 
k-homogener P-Mengen vom Index 1 — die also alle zu k-Punkten führen — sei R,, 
die Anzahl der Randkanten aller s-homogenen P-Mengen vom Index 1 sei R,. Während 
also R, nur die Anzahl der Randkanten s-homogener P-Mengen vom Index 1 ist, ist r, 
die Anzahl aller Randkanten, die von beliebigen P-Mengen mit dem Index 1 zu s-Punkten 
führen. Es ergibt sich 

R,<r,—I, 


wenn / die Zahl der nichthomogenen P-Mengen vom Index 1 bedeutet. Denn jede nicht- 
homogene P-Menge besitzt ja mindestens eine Randkante, die zu einem s-Punkt führt. 


Genau so ergibt sich 


Setzt man dies in die Ungleichungen (7) und (9) ein, so erhält man 
(10) R,<(p—T)+(8—k)e= H,+H,+(s—k) ee, 
(11) R,<(p—N+k—s)f=H,+H,+(k— Sf. 


Aus diesen Ungleichungen erkennt man, daß H,+H,>0 ist, da R,, R,, e und f 
nichtnegative Zahlen sind. 
Addition der beiden Ungleichungen ergibt schließlich: 


(12) R,+ R,.<2(H,+ H,)+ (s—k) (e—f). 


Man nehme nun an, daß f und e ungerade sind, wobei fse sein soll. Ist ssk, so 
ergibt sich 
(13) R,+R,<2(H,+H,). 


Ist s>k, so erhält man zunächst aus (11): 


(s—k)f <H,+ H, 
und daraus 


(14) (—k) (ef) <(H,+H,) (e-Nif, 
mit der Ungleichung (12) zusammen also 
(15) R,+ R,<(A,+ H,) (e/f+1)=(H,+H,) (gif). 


Unter den angegebenen Voraussetzungen folgt also aus den Ungleichungen (13) 
und (15), daß es mindestens eine homogene P-Menge vom Index 1 gibt, die weniger als 
g/f Randkanten besitzt. Da g=e-+f gerade ist, so haben alle P-Mengen (nach Hilfs- 
salz 2) eine gerade Anzahl von Randkanten. Ist daher [g/f], die größte gerade Zahl, die 
kleiner ist als g/f, so gibt es in dem f-primen g-Graphen G mindestens eine homogene 
P-Menge mit höchstens [g/f], Randkanten. Man kann also aus G@ durch Entfernung 
von höchstens [g/fj, Kanten einen nichtzusammenhängenden Graphen gewinnen. Man 
nenne einen Graphen von der Dichte d, wenn es in ihm d Kanten gibt, nach deren Ent- 
fernung der Graph zerfällt, wogegen der Graph nicht durch Entfernung von weniger als 
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d Kanten zum Zerfall gebracht werden kann. Entsprechend dieser Definition hat G 


also höchstens die Dichte [g/f],- 
Ist g ungerade und f ungerade, so kann es keine k-homogenen P-Mengen vom 


Index 1 geben. Denn für eine P-Menge mit dem Index 1 gilt 


(0,4 0u)2= 1. 
Da g ungerade ist, gilt aber außerdem 
(0,+0.+0,),=0, 
wobei o, die Anzahl der Randkanten der P-Menge ist, die zu s-Punkten führen. 0,+ 0, 


ist also die Anzahl aller Randkanten der P-Menge in G. Die obige Gleichung folgt wieder 
aus Hilfssatz 2. Aus beiden Gleichungen folgt schließlich 
(0,),=1- 

Es ist also o,+0, während für jede k-homogene Menge 0o,=0 sein müßte. Es gibt 
also keine k-homogenen P-Mengen mit dem Index 1, wenn f und g beide ungerade sind. 
Gleichzeitig erkennt man, daß alle s-homogenen P-Mengen vom Index 1 in G eine ungerade 
Anzahl von Randkanten haben. 

Aus H,=0 und der Ungleichung (10) sowie aus R,>H, ergibt sich s>k. 
Hieraus und aus der Ungleichung (11) ergibt sich dann (s—k)f<H,. Man erhält also 


(16) (—k)(e-f)<H,te—Nif für fse, 
(17) (s—k) (e—f) <0 für f>e. 
In die Ungleichung (12) eingesetzt ergibt dies schließliclı 
(18) R,<H,(g/f) für fse, 
(19) R,<2H, für f>e. 


Aus (18) und (19) entnimmt man allgemein (für ungerades g und f), daß es min- 
destens eine s-homogene P-Menge vom Index 1 gibt, die weniger als g/f Randkanten hat. 
Alle s-homogenen P-Mengen mit dem Index 1 haben aber hier eine ungerade Anzahl 
von Randkanten. Wenn man also mit [g/f], die größte ungerade Zahl bezeichnet, die 
kleiner ist als g/f, so ergibt sich, daß der f-prime g-Graph @ höchstens die Dichte [g/f], 
hat. 

Zusammenfassend und im Verein mit bereits bekannten Teilbarkeitskriterien (siehe 
[1] und [3]) ergibt sich folgendes umfassende Theorem über f-Teilbarkeit von g-Graphen: 


Theorem V. @ sei ein g-Graph und habe gerade Ordnung, falls f ungerade ist. G habe 
eine Dichte d(G) > D(f, g), wobei D(f, g) eine Funktion der Variablen f und g mit folgender 
Werteverteilung ist: 


(a) Dif,g)=—1 für gerades f und gerades g und O0sS/<g. 
(b) Dif,)=D(g-f,g)=[g/fl, für f ungerade, g gerade und 0<f<g/2. 
(c) Dii,9=Di—-f,g=I[g/fl, für fungerade, g ungerade und 0<f<sg. 


Genügt G den angegebenen Voraussetzungen, so ist G f-teilbar. 

Der Beweis von (a) befindet sich z. B. bei D. König (siehe [3]); dies ist nichts anderes 
als der Satz, daß jeder reguläre Graph geraden Grades in lauter Faktoren zweiten Grades 
zerfällt. 


Satz 20. Für Dif,g)>0 gibt es f-prime g-Graphen gerader Ordnung von der Dichte 
t= Dif,g). 
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"Beweis. Man wähle t Punkte als s-Punkte, g Punkte als P-Mengen. Man verbinde 
jeden der g n-Punkte (die jeder für sich eine P-Menge darstellen sollen), mit jedem der 
s-Punkte. Dann entspringen zunächst in jedem der s-Punkte g Kanten, in jedem der 
n-Punkte t Kanten. Nun ist g—t eine gerade Zahl. Man hefte noch an jeden n-Punkt 
(9—t)/2 Schlingen, womit die Konstruktion eines regulären Graphen g-ten Grades — und, 
wie man sieht, gerader Ordnung g-+t --- beendet ist (vgl. Fig. 5). 

Zunächst zeige ich, daß diese Graphen f-prim sind. Man untersuche dazu die Ein- 
teilung, die diesen Graphen von Haus aus zugrunde liegt. Da f ungerade ist, so ist der 
Index einer jeden P-Menge gleich dem Rest mod 2 der Summe von innerer und äußerer 
Ordnung. Die äußere Ordnung der P-Mengen ist hier null, die innere Ordnung eins. 
Jede der P-Mengen hat also den Index eins. k-Punkte 
sind nicht vorhanden, die Fehlsumme ist also null. 


Nun folgt aus der Definition von t, daß (9—ft)>0 
ist. Da f ungerade ist und g=t (mod 2) ist, so ist 
(9—ft) eine gerade Zahl. Es gilt also 


g—-fi)z2. 


In den oben konstruierten Graphen ist nun s=t, F=0, 
p=g und infolgedessen 


F+p=g21f+2=sf+2. 


Aus dieser Ungleichung und aus Theorem IV folgt Fig. 5. (9=8, f=3) 
also, daß die oben konstruierten Graphen f-prim sind. 

Die konstruierten Graphen lassen sich offensichtlich durch Entfernung von 
t=Dif,g) Kanten zum Zerfall bringen. Es ist noch zu zeigen, daß sie nicht durch Ent- 
fernung von weniger als t Kanten zum Zerfall gebracht werden können, daß sie also die 
Dichte t=D(f, g) haben. T sei eine beliebige Kantenmenge in einem solchen Graphen @, 
die höchstens t—1 Kanten enthält. Da g größer ist als t, so gibt es also mindestens einen 
von den g n-Punkten, der mit jedem der s-Punkte durch eine nicht zu T gehörige Kante 
verbunden ist. Ich zeige, daß dieser Punkt P mit jedem anderen Punkt aus @ durch einen 
Kantenzug verbunden werden kann, der keine Kante aus 7 enthält. Daß P mit jedem 
8s-Punkt durch einen solchen Kantenzug verbunden werden kann, folgt daraus, daß es 
von P zu jedem s-Punkt eine nicht zu T gehörige Kante gibt. (Es ist übrigens unter den 
Voraussetzungen von Satz 18 stets t>(0.) Q sei nun ein von P verschiedener n-Punkt. 
Von den t Kanten, die in @ von Q zu den t s-Punkten laufen, gibt es mindestens eine, die 
nicht zu 7 gehört. (QS) sei eine solche Kante, dann ist PSQ ein Kantenzug von P nach 
Q, der keine Kante aus T enthält. 

Da also P mit jedem Punkt aus @ durch einen Kantenzug verbunden werden kann, 
der keine Kante aus 7 enthält, folgt, daß G nicht durch Entfernung der Kanten von T 
zum Zerfall gebracht werden kann. T war aber eine beliebige Kantenmenge von höchstens 
t—1 Kanten in G. @ hat also wirklich die Dichte t=D(f, g). 





8 8. Methode der hyper-primen Graphen. 


Das Prinzip, das der Lösung des behandelten Problems zugrunde liegt, stützt sich vor 
allen Dingen auf den Begriff des hyper-primen Graphen. Dieser Begriff wurde erstmalig 
von Tutte zum Beweise des verallgemeinerten Petersenschen Satzes eingeführt. Das Prinzip 
des hyper-primen Graphen hat weiterreichende Bedeutung und liefert für die meisten 
Probleme der Faktorentheorie einen Ansatz zur Lösung, wie ich hier kurz erläutern will. 
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Es sei K eine Klasse von Graphen, über die nur die eine Voraussetzung gemacht 
zu werden braucht; es gibt eine Zahl f=f(K), so daß zwei beliebige Punkte eines _be- 
liebigen Graphen aus der Klasse X durch höchstens f Kanten miteinander. verbunden 
sind. Das Faktorenproblem zur Klasse K besteht nun darin, festzustellen, unter welchen 
Voraussetzungen ein Graph K-prim ist, d.h. keinen zur Klasse X gehörigen Faktor 
besitzt. 

Ist G ein K-primer Graph und liegen in G zwischen den Punkten A und B mindestens 
f Kanten, so ist der Graph @+ (A B) ebenfalls K-prim, wie leicht einzusehen. Liegen aber 
in @.zwischen C und D weniger als f Kanten, so kann es sein, daß@ + (CD) einen K-Faktor 
besitzt. Dies wird aber im allgemeinen nicht der Fall sein. Man definiere jedoch: @ heißt ° 
hyper-K-prim, wenn @+ (A B) dann und nur dann Ä-prim ist, wenn A und B in @ durch 
mindestens f Kanten verbunden sind. 

Jeder Faktor eines hyper-K-primen Graphen ist natürlich X-prim. Es gilt aber 
auch das Umgekehrte: Jeder K-prime Graph ist Faktor eines hyper-K-primen Graphen. 
Dadurch ist das Problem der Beschreibung der K-primen Graphen zurückgeführt auf die 
Untersuchung von hyper-K-primen Graphen. Man kann ja die X-primen Graphen ein- 
deutig so charakterisieren: Ein Graph ist dann und nur dann Ä-prim, wenn er Faktor 
eines hyper-K-primen Graphen ist. 

Die besondere Maximaleigenschaft des hyper-K-primen Graphen wird nun im all- 
gemeinen ‚die Behandlung des Faktorenproblems zur Klasse X wesentlich erleichtern. 
Im einzelnen lassen sich aber keine allgemeinen Richtlinien angeben. 
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